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FORORD 
Denne matematiske formelsamling er oprindeligt udarbejdet til 2. års ingeniørstuderende på in-
dustri-ingeniørlinien på Aalborg Universitet, og den dækker områderne: 
- Geometri 
- Differentialligninger 
 
Formelsamlingen er udarbejdet i 1998-99 af studerende i frustration over, at der ikke fandtes 
nogen brugbar formelsamling til matematikundervisningen på industri-ingeniørlinien på Aalborg 
Universitet. Siden er formelsamlingen løbende med hjælp fra studerende og undervisere tilpasset 
og forbedret. Formelsamlingen indeholder på en overskuelig og letforståelig måde alt, hvad man 
behøver til opgaveregning og eksamen. 
 
 
 
 
 
 
Jannick Schmidt 
Institut for Samfundsudvikling og Planlægning 
Aalborg Universitet 
2002 
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GEOMETRI 

PRODUKTER 

Prikprodukt 
[ ] [ ] vbabababbaaba cos,, 22112121

rrrr
=+=⋅=⋅  

 
Vigtige egenskaber: 

2aaa rrr
=⋅  

baba
rrrr   0 ⊥⇒=⋅  

ba
bav rr

rr
⋅

=cos  , hvor v er vinklen mellem de to vektorer 

Planprodukt 

 [ ] ==⋅−== vbaba
bb
aa

ba sinˆ,
21

21
rrrrrr  Areal af udspændt parallelogram 

Krydsprodukt eller vektorprodukt 

321

321

bbb
aaa
kji

ba

rrr

rr
=×  

 
Vigtige egenskaber: 
( ) baba

rrrr ,  ⊥×  
( ) ( )321321 ,, og ,, bbbbaaaa ==

rr  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=×

22

11

11

33

33

22  ,  , 
ba
ba

ba
ba

ba
ba

ba
rr  

abba rrrr
×−=×  

( ) ( ) ( )bkabakbak
rrrrrr

×=×=×  
( ) cabacba rrrrrrr

×+×=××  

vbaba sin
rrrr

=×  

Rumprodukt 

 [ ] ( ) epipedumudspændt  afVolumen ,,

321

321

321

==×⋅=
bbb
aaa
ccc

bacbac
rrrrrr  

 
PARAMETERFREMSTILLING 

Linie 
Linie gennem P1 og P2: 

211OQ  : PPtOPl ⋅+=  , hvor lQ ∈  



 6

Plan 
 Plan α  hvor α∈P  og cb rr,  er to uafhængige vektorer i α : 

 α∈⋅+⋅+=α QcsbrOPOQ hvor  ,    : rr
 

 
 Plan α  hvor α∈≠≠ 321 PPP : 

 α∈⋅+⋅+=α QPPsPPrOPOQ hvor   ,    : 31211  
 
LIGNINGER 

Linie i planen 
[ ]ban ,=

r  normalvektor til linien l, og lP ∈  

nOPn rr
⋅=⋅OQ  , hvor [ ] lyxQ ∈= ,  eller 

dbyax =+  

Plan i rummet 
0=⋅ PQnr  eller dczbyax =++  

hvor [ ] α∈= zyxQ ,, , [ ]000 ,, zyxP =  som er et kendt punkt og [ ]cban ,,=
r  normalvektor til 

planen α. 
 
Hvis α∈ba

rr,  og ar  og b
r

 er lineært uafhængige så er ban
rrr

×=   
 

SKÆRINGSPUNKTER OG LINIER 

Skæring mellem to linier i planen 
 To linier i planen kan enten 
 - skære hinanden i et punkt 
 - være parallelle 

- være sammenfaldende 
 

l: 111 dybxa =+  
m: 222 dybxa =+  

 
 Skæringen mellem l og m fås ved løsning af ligningssystemet: 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

dba
dba

10
01

~
222

111  

 
Skæringen mellem to linier givet ved parameterfremstilling findes ved samme fremgangsme-
tode som ”Skæring mellem to linier i rummet” beskrevet nedenfor. 

Skæring mellem to linier i rummet 
To linier i planen kan enten 
- skære hinanden i et punkt 
- være parallelle 
- være sammenfaldende 
- være vindskæve 
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l: [ ] atOPzyx r
⋅+=,,  

m: [ ] bsOQzyx
r

⋅+=,,  
 
 Skæringen mellem l og m fås ved løsning af ligningssystemet: 
 bsOQatOP

rr
+=⋅+  dvs. 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
000

10
01

~ s
t

OPOQba
rr  

Herved bestemmes t og s. Skæringspunktet fås ved at indsætte t i parameterfremstillingen for l 
eller s i parameterfremstillingen for m. 

Skæring mellem to planer i rummet 
 To planer i rummet kan enten 
 - skære hinanden i en linie 
 - være parallelle 

- være sammenfaldende 
 
 1111 : dzcybxa =++α  
 2222 : dzcybxa =++β  
 

Der ønskes en parameterfremstilling ( )trr  for skæringslinien mellem α og β: 

( )
( )
( )
( )⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

tz
ty
tx

trr  

 
Skæringen mellem α og β findes ved at reducere nedenstående matrix til reduceret række-
form. 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2222

1111

dcba
dcba

 

Den kolonne hvori der ikke er pivot vælges til den frie parameter t, og de andre to koordinater 
findes som funktion af t ved baglæns substitution. 
 
Hvis en af koordinaterne bliver 0, vælges en af de andre til den frie parameter, og den tredige 
koordinat findes som funktion af t. 
 
Eksempel: 
Hvis resultatet bliver som: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
??10
??01

~
2222

1111

dcba
dcba

 

vælges z til den frie variabel i skæringslinien tz = , og x og y som funktion af t, findes ved 
baglæns substitution i den reducerede matrix. Herved fås parameterfremstillingen for skæ-
ringslinien mellem de to planer. 

( )
( )
( )

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

t
ty
tx

trr  
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Skæring mellem linie og plan i rummet 
 En linie og en plan i rummet kan enten 
 - skære hinanden i et punkt 
 - være parallelle 
 - være sammenfaldende 
 

l: [ ] atOPzyx r
⋅+=,,  

 dczbyax =++α  :  
 

Skæringen mellem l og α findes ved at indsætte x(t), y(t) og z(t) for linien l i ligningen for 
planen α, og derved finde værdien for den frie parameter t. Skæringspunktet fås ved indsæt-
telse af den fundne værdi for t i parameterfremstillingen for l. 
 

ORTOGONALPROJEKTION 

Projektion af en vektor på en anden 
 Projektionen pr  af ar  på b

r
 er givet ved: 

 ( ) eeab
bb
bap rrrr
rr

rr
r

⋅⋅=⋅
⋅
⋅

=  , hvor 
b
be r

r
r

=  

 va
b

ba
p cosr

r

rr
r

=
⋅

=  , hvor v er vinklen mellem ar  og b
r

 

Projektion af et punkt på en linie 
 Linie l: [ ] atOPzyx r

⋅+=,,  
 Punkt [ ]111 ,, zyxR =  

 
Projektionen lR  af et punkt R på en linie l fås ved: 

ll PROPOR +=  , hvor P er et punkt på l og lPR  er vektoren fra P til projektionen af R på l. 

a
aa
aPRPRl

r
rr

r

⋅
⋅
⋅

=  

Projektion af et punkt på en plan 
Plan [ ] csbrOP rr

⋅+⋅+=α zy,x,   :   
 Punkt [ ]111 ,, zyxR =  
 
 Projektionen αR  af et punkt R på en plan α er givet ved: 

 RROROR αα −=  , hvor RRα  er vektoren fra projektionen af R på α til punktet R 

 n
nn
nPRRR r
rr

r
⋅

⋅
⋅

=α  , hvor nr  er normalvektoren til α 

Projektion af en linie på en plan 
 Plan [ ] csbrOQ rr

⋅+⋅+=α zy,x,   :  

 Linie l: [ ] atOPzyx r
⋅+=,,  
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 Projektionen αl  af en linie l på en plan α er givet ved: 

[ ]patOROQ rr
−⋅+= α  , hvor αOR  er projektionen af et punkt lR ∈  på α (udregnes som 

ovenfor ”Projektion af et punkt på en plan”), og pr  er projektionen af retningsvektoren ar  for l 
på normalvektoren nr  for α 

n
nn
nap r
rr

rr
r

⋅
⋅
⋅

=  

 
AFSTANDE I RUMMET 

Afstanden mellem to punkter 
 ( )111 ,, zyxP  og ( )222 ,, zyxQ  er to punkter i planen 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
12

2
12

2
12, zzyyxxQPd −+−+−=  

Afstanden mellem et punkt og en linie 
 Linie l: [ ] atOPzyx r

⋅+=,,  
 Punkt [ ]111 ,, zyxR =  
 
 Afstanden mellem R og l er givet ved: 

 ( )
a

aPR
lRd r

r
×

=,  

Vektoren PR  er vektoren mellem et punkt P på l og punktet R 

Afstanden mellem et punkt og en plan 
 Plan [ ] csbrOQ rr

⋅+⋅+=α zy,x,   :  
 Punkt [ ]111 ,, zyxR =  
 
 Afstanden mellem R og α er givet ved: 

 ( )
( )

cb

cbQR

n

nQR
Rd rr

rr

r

r

×

×⋅
=

⋅
=α,  

Vektoren QR  er vektoren mellem et punkt Q på α og punktet R 

Afstanden mellem to parallelle linier 
 1l : [ ] atOQzyx r

⋅+= 1,,  

 2l : [ ] asOQzyx r
⋅+= 2,,  

 
 Hvis to linier 1l  og 2l  er parallelle er afstanden ( )21 , lld  mellem dem givet ved: 

( )
a

aQQ
lld r

r
×

=
21

21,  

Vektoren 21QQ  er vektoren mellem et punkt på 1l  og 2l  
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Afstanden mellem to vindskæve linier 

1l : [ ] atOQzyx r
⋅+= 1,,  

 2l : [ ] bsOQzyx
r

⋅+= 2,,  
 
Hvis to linier 1l  og 2l  skærer hinanden eller er vindskæve, er afstanden ( )21 , lld  mellem dem 
givet ved: 

( )
( ) [ ]

ba

baQQ

ba

baQQ
lld rr

rr

rr

rr

×
=

×

×⋅
=

,,
,

2121

21  

Vektoren 21QQ  er vektoren mellem et punkt på 1l  og 2l  

Afstanden mellem to parallelle planer 
 Plan [ ] csbrOQ rr

⋅+⋅+=α zy,x,   :  

Plan [ ] eudtOP rr
⋅+⋅+=β zy,x,   :  

 
Afstanden mellem α og β findes som afstanden mellem det ene plan og et punkt i det andet 
plan, som i ”Afstanden mellem et punkt og en plan”. 
 

VINKLER I RUMMET 

Vinklen mellem to linier 

1l : [ ] atOQzyx r
⋅+= 1,,  

 2l : [ ] bsOQzyx
r

⋅+= 2,,  
 
 Vinklen θ mellem linierne 1l  og 2l  findes ved 

 
ba
ba
rr

rr
⋅

=θcos  

Vinklen mellem en linie og en plan 
 Linie l: [ ] atOPzyx r

⋅+=,,  

 Plan [ ] csbrOQ rr
⋅+⋅+=α zy,x,   :  

 
 Vinklen γ  mellem l og α findes ved 

 ( )
an
an
rr

rr
⋅

=γ−90cos  , hvor cbn rrr
×=  er normalvektoren til α 

Vinklen mellem to planer 
 Plan [ ] csbrOQ rr

⋅+⋅+=α zy,x,   :  

Plan [ ] eudtOP rr
⋅+⋅+=β zy,x,   :  

 
 Vinklen γ mellem α og β findes ved 

 
βα

βα ⋅
=γ

nn
nn
rr

rr

cos  , hvor cbn rrr
×=α  og edn rrr

×=β  er henholdsvis α’s og β’s normalvektor 
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KOORDINATSKIFT 
 
[ ]ji ′′

rr
,  og [ ]yx ′′,  betegner henholdsvis de nye hovedenhedsvektorer og de nye koordinater, og  

[ ]ji
rr

,  og [ ]yx,  betegner de oprindelige hovedenhedsvektorer og koordinater. 

Koordinatskiftevektor M 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

vv
vv

M
cossin
sincos

 og ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

==−

vv
vv

MM T

cossin
sincos1  

Drejning af koordinatsystem, hovedenhedsvektorerne 
Nye hovedenhedsvektorer når koordinatsystemet drejes med vinklen v. 

jvivi
rrr

⋅+⋅=′ sincos  
jvivj
rrr

⋅+⋅−=′ cossin  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

j
i

M
j
i T r

r

r

r

 

 
Oprindelige hovedenhedsvektorer: 

jvivi ′⋅−′⋅=
rrr

sincos  
jvivj ′⋅+′⋅=
rrr

cossin  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

⋅=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

j
i

M
j
i

r

r

r

r

 

Drejning af koordinatsystem, koordinater 
Nye koordinater når koordinatsystemet drejes med vinklen v. 

yvxvx ⋅+⋅=′ sincos  
yvxvy ⋅+⋅−=′ cossin  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

M
y
x T  

 
Oprindelige koordinater: 

yvxvx ′⋅−′⋅= sincos  
yvxvy ′⋅+′⋅= cossin  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

⋅=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

M
y
x

 

Drejning og flytning af koordinatsystem, koordinater 

Nye koordinater når koodinatsystemet drejes med vinklen v og flyttes ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

b
a

. 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

M
b
a

y
x T  , hvor ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

b
a

 er flytningen fra oprindelige origo til nye origo 
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Oprindelige koordinater: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

⋅+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

M
b
a

y
x

 , hvor ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a

 er flytningen fra nye origo til oprindelige origo 

 
Der gælder følgende sammenhæng mellem de to flytninger: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

b
a

M
b
a T  

 
KURVER 

Beskrivelse 
 Kurver beskrives med parameterfremstilling, hvor parameteren er tid t 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]tztytxtr ,,=
r          Sted 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tztytxtrtv ′′′=′= ,,rr      Hastighed 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tztytxtrtvta ′′′′′′=′′=′= ,,rrr    Acceleration 

 
Hvis en kurve er beskrevet som en funktion ( ) yxf =  fås parameterfremstilling ved: 

( ) ( )[ ]tfttr ,=
r  

Differentiation af kurver 
( ) ( ) ( ) ( )trtrtrr ′+′=′+ 2121

rrrr        Addition 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )trtftrtftrf ′⋅+⋅′=′⋅
rrr     Parameterfremstilling ganget med talfunktion 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )trtrtrtrtrr ′⋅+⋅′=′⋅ 212121
rrrrrr    Prikprodukt 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )trtrtrtrtrr ′×+×′=′× 212121
rrrrrr    Krydsprodukt 

Tangentvektor 
Enhedstangentvektoren t

r
 til tiden 0t  er givet ved ( 1=t

r
): 

 
Hvis ( ) 00 ≠′ trr  så er: 

( ) ( )
( )0

0
0 tr

tr
tt

′
′

= r

r
r

 

 
Hvis ( ) 00 =′ trr  så er: 

( ) ( ) ( )
( )0

0
0

0

lim
tr

trtrtt
tt

r

rr
r −

=
+→+   og  ( ) ( ) ( )

( )0

0
0

0

lim
tr

trtr
tt

tt
r

rr
r −

=
−→−  

Når ( ) 00 =′ trr  så er der spidstangent i 0t  

Binormalvektor 
Enhedsbinormalvektoren b

r
 til tiden t er givet ved ( 1=b

r
): 

( ) ( ) ( )
( ) ( )trtr

trtrtb
′′×′
′′×′

= rr

rrr
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Normalvektor 
Enhedsnormalvektoren nr  til tiden t er givet ved ( 1=nr ): 

( ) ( ) ( )tttbtn
rrr

×=  
hvor t

r
 er enhedstangentvektoren og b

r
 er enhedsbinormalvektoren 

Buelængde 
Buelængden s af en kurve fra ( )0trr  til ( )1trr  er 

( )∫ ′=
1

0

t

t

dttrs r  

hvor ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )222 tztytxtr ′+′+′=′r  

Buelængde som parameter 
Sammenhængen mellem almindelig parameterfremstilling ( )trr  og buelængdeparame-
terfremstilling ( )sral

r  er 
( ) ( )( )tsrtr al ⋅=

rr  
hvor ( )ts  er buelængden fra 0=t  til t 

Krumning 
 Krumning er defineret 

R
1

=κ , hvor R er radius for cirklen 

Krumning i planen 
 Krumning i punktet s er (buelængde som parameter) 

( ) ( ) ( )snsst rr
⋅=′ κ  

hvor ( ) ( )stsn
r̂r

=  er hovednormalvektoren 
 
 Krumning i punktet t er (tid som parameter) 

 ( ) ( ) ( )[ ]
( ) 3

,
tr

trtrt
′

′′′
= r

rr

κ  

 hvor ( ) ( )[ ]trtr ′′′ rr ,  er planproduktet 

Krumning i rummet 
 Krumning i punktet s er (buelængde som parameter) 

( ) ( ) ( )snsst rr
⋅=′ κ  

hvor ( ) ( )
( )st
stsn

′
′

= r

r
r  er hovednormalvektoren 

 
 Krumning i punktet t er (tid som parameter) 

 ( ) ( ) ( )
( ) 3tr

trtr
t

′

′′×′
= r

rr

κ  
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Oskulationscirkel 
 En oskulationscirkel er den bedst approksimerende cirkel til et punkt P0 

- Går gennem punktet P0 
- Har samme tangentretning 
- Har samme krumningsvektor nr⋅κ  

 

Cirklens radius = Krumningsradius = 
κ

ϕ 1
=  

Cirklens centrum = nP r
⋅ϕ+00  

Cirklens parameterfremstilling ( ) ( ) ( ) tsnsnPscal

rrrr
⋅⋅κ⋅

κ
+⋅⋅κ⋅

κ
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

κ
+= sin1cos110 0  

Cirklen ligger i et plan udspændt af tn
rr  og  

Oskulationsplan 
 En oskulationsplan Pω  er den bedst approksimerende plan til et punkt P0 

- Går gennem punktet P0 
- Indeholder tangentvektoren til P0 
- Indeholder ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tnttvtttvtrta rrrr

⋅⋅+⋅=′′= κ2  

Pω  er plan gennem P0 udspændt af ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }tntttrtr rrr ,eller  , ′′′  
 
Parameterfremstilling: 

( ) ( )trvtruP ′′⋅+′⋅+
rr

00  hvor { } Rvu ∈,  
 
Ligning: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )trtrOPtrtrOQ ′′×′⋅=′′×′⋅
rrrr

0  hvor [ ] PzyxQ ω∈= ,,  

Torsion τ 
Torsion τ er  et udtryk for hvor meget en kurve vrider sig, dvs. hvor hurtigt oskulationsplanen 

Pω  vipper. 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) 2trtr
trtrtr

′′×′

′′×′⋅′′′
= rr

rrr

τ  

 
FERGUSSONKURVER ELLER KUBISKE SPLINES 

Definition 
Fergussonkurver er en kurve der gennemløber en række punkter 0P  til nP  i en ”pæn” og 
”glat” bane. Kurvestykkerne mellem punkterne Pi og Pi+1 er givet ved et 3. gradspolynomium 

( )tpi 1+
r  for 10 ≤≤ t  

Pn-1

P0

P1

P2 Pi-1

Pi

Pi+1

Pn

 
Der gælder for punkterne at de sammenbinder kurvestykkerne: 

( ) ( )01 1+= ii pp rr  
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Ligeledes gælder der for retningsvektorerne i enderne af kurvestykkerne at: 

( ) 111 ++ ==′ iii vpp rrr  
 
Sluttelig gælder der for den anden afledede ( )tp ′′r  af stedvektoren ( )tpr  at: 

( ) ( )01 1+′′=′′ ii pp rr  og for kurvens endepunkter ( ) ( ) 0101 =′′=′′ npp rr  

Retningsvektorerne 
Når punkterne P0 til Pn er kendt findes retningsvektorerne 0vr  til nvr  ved løsning af 
ligningssystemet: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−

+−

+−
+−
+−

+−
+−
+−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−−

+

+−

−

−

−

+

−

nn

nn

nn

ii

ii

ii

n

n

n

i

i

i

PP
PP

PP

PP
PP
PP

PP
PP
PP

v
v
v

v
v

v

v
v
v

33
33

33
.

33
33
33

.
33
33
33

.

.

210.
1410.
01410.

.
.01410.

.01410.
.01410.

.

.01410
.0141

.012

1

2

13

2

11

2

31

20

10

1

2

1

1

2

1

0

r

r

r

r

r

r

r

r

r

 

(Læg mærke til at endepunkterne er forskellige fra de andre punkter) 
 
Ovenstående svarer til at løse ligningssystemet: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇔

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+−
−

−

+−

nn

ii

n

i

nn

ii

n

i

PP

PP

PP

A

v

v

v

PP

PP

PP

v

v

v

A

1

11

10

1

0

1

11

100

33

M

M

r
M

r
M

r

M

M

r
M

r
M

r

 

 
Nedenfor er A-1 angivet for A som 3×3, 4×4, 5×5 og 6×6 matrix: 

( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=×−

12
7

6
1

12
1

6
1

3
1

6
1

12
1

6
1

12
7

1 33A    ( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−
−−

=×−

45
26

45
7

45
2

45
1

45
7

45
14

45
4

45
2

45
2

45
4

45
14

45
7

45
1

45
2

45
7

45
26

1 44A  

 

( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−−
−−−

−−

=×−

168
97

84
13

24
1

84
1

168
1

84
13

42
13

12
1

42
1

84
1

24
1

12
1

24
7

12
1

24
1

84
1

42
1

12
1

42
13

84
13

168
1

84
1

24
1

84
13

168
97

1 55A   ( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−

−−−
−−−

−−−
−−−

=×−

627
362

627
97

627
26

627
7

627
2

627
1

627
97

627
194

627
52

627
14

627
4

627
2

627
26

627
52

627
182

627
49

627
14

627
7

627
7

627
14

627
49

627
182

627
52

627
26

627
2

627
4

627
14

627
52

627
194

627
97

627
1

627
2

627
7

627
26

627
97

627
362

1 66A  
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Udregning af polynomier for kurvestykkerne 
Den kubiske spline mellem to punkter for t = [0;1] kan skrives på to måder: 
 
1) ( ) 3

3
2

210 tatataatp ⋅+⋅+⋅+=
rrrrr  

 
Koefficienterne er: 

( ) 00 0 Ppa ==
rr  

( ) 01 0 vpa rrr
=′=  
( ) ( ) ( ) ( )10213032 ppppa ′−′⋅−⋅+⋅−=

rrrrr  
( ) ( ) ( ) ( )1012023 ppppa ′+′+⋅−⋅=

rrrrr  
 
2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1010 4321 ptFptFptFptFtp ′⋅+′⋅+⋅+⋅=

rrrrr  
 
Fergussonpolynomierne er: 

( ) 132 23
1 +⋅−⋅= tttF  

( ) 23
2 32 tttF ⋅+⋅−=  
( ) ttttF +⋅−= 23

3 2  
( ) 23

4 tttF −=  
 

BEZIÈRKURVER 
 

Bezièrkurver er givet ved fire punkter 0Q , 1Q , 2Q  og 3Q , hvor 0Q  og 1Q  er endepunkterne 
og 1Q  og 2Q  er ”magneter”, der påvirker kurven mellem endepunkterne. 

Q2

Q0

Q1

Q3

 
Kurven er givet ved parameterfremstillingen: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 33,323,213,103,0 QtBQtBQtBQtBtq ⋅+⋅+⋅+⋅=
r  , hvor 

( ) ( ) 12
, 1 −−⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= n

ni tt
i
n

tB  og 

( )!!
!

ini
n

i
n

−⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
3. grads-Bezièrpolynomierne er: 

( ) ( ) 323
3,0 3311 tttttB −⋅+⋅−=−=  

( ) ( ) 322
3,1 36313 ttttttB ⋅+⋅−⋅=−⋅⋅=  

( ) ( ) 322
3,2 3313 tttttB ⋅−⋅=−⋅⋅=  

( ) 3
3,3 ttB =  
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Sammenhæng mellem Fergusson- og Bezièrkurver 
 00 PQ =  

13 PQ =  

( ) 01010 3330 vQQQQq rr
=⋅=⋅+⋅−=′  

( ) 13232 3331 vQQQQq rr
=⋅=⋅+⋅−=′  

 
FLADER 

Beskrivelse af flader 
 Flader kan være givet ved en parameterfremstilling med to frie variable: 

 ( )
( )
( )
( )⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

vuz
vuy
vux

vur
,
,
,

,r  

 eller en ligning: 
 ( ) zyxF =,  
 
 Sammenhængen mellem parameterfremstilling og ligning er: 

 ( ) ( )
( )⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

vuF
v
u

vurzyxF
,

,, r  

Normalvektor 
 Enhedsnormalvektoren i et punkt ( )000 ,vurP r

=  er givet ved: 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )vurvur

vurvur
vu

vu

vu

,,
,,

, rr

rr
r

×
×

=ν  

Tangentplan 
 Parameterfremstilling for tangentplan i ( )000 ,vurP r

= : 

 ( ) ( )00000 ,, vurtvursOPOQ vu
rr

⋅+⋅+=  for Rts ∈,  
  
 Ligning for tangentplan i ( )000 ,vurP r

= : 
 ( )( ) 0, 00 =ν⋅−

rrr vurx  hvor [ ]zyxx ,,=
r  er et vilkårligt punkt 

Fladens 1. fundamentalform 
 222 2 dvGdudvFduEds ⋅+⋅⋅+⋅=  
 hvor koefficienterne for fladens 1. fundamentalform er: 
 ( ) ( )vurvurE uu ,, rr

⋅=  
 ( ) ( )vurvurF vu ,, rr

⋅=  
 ( ) ( )vurvurG vv ,, rr

⋅=  
 
 Der gælder at ( ) ( ) 22 ,, vurvurFGE vu

rr
×=−⋅  
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Fladens 2. fundamentalform 
 Koefficienterne for fladens 2. fundamentalform er givet ved: 

( ) ( )vuvure uu ,, ν
rr

⋅=  
( ) ( )vuvurf uv ,, ν

rr
⋅=  

( ) ( )vuvurg vv ,, ν
rr

⋅=  
hvor ( )vu,ν

r  er enhedsnormalvektoren 

Længde af kurvestykke på fladen 
 De to frie variabler skrives op som funktion af tiden, så der udtrykkes en kurve på fladen: 
 ( ) ( )( )tvtur ,r  
  
 Længden af et kurvestykke l fra tiden t0 til t1 er så givet ved: 

 ( ) ( )( )( )∫=
1

0

,
t

t

dttvtur
dt
dl r  

Areal af fladestykke 
 Arealet af et fladestykke i intervallet 10 vvv ≤≤  og 10 uuu ≤≤  er givet ved: 

 ( )( )∫ ∫ −⋅=
1

0

1

0

,2
v

v

u

u

dudvvuFGEA  

Hovedkrumning 
Hovedkrumningerne +− κκ  og  er henholdsvis den minimale og den maksimale krumning. 

+− κκ  og  står altid vinkelret på hinanden. 
 
Hovedkrumningerne findes ved: 

KHH −±=κ±
2  

Middelkrumning 
Middelkrumningen H er gennemsnittet af den maksimale og den minimale krumning 

+− κκ  og : 

( ) 22
2

2
+− +

=
−⋅⋅

⋅+⋅⋅−⋅
=

κκ
FGE

gGfFgEH  

Gausskrumning 
 Gausskrumningen er produktet af den maksimale og den minimale krumning +− κκ  og : 

+− ⋅=
−⋅
−⋅

= κκ2

2

FGE
fgeK  

Punkter på fladen 
 Punkterne på fladen kaldes: 

Elliptiske hvis K > 0  Disse punkter optræder hvor fladen er dobbeltkrum, og begge 
krumninger peger væk fra normalvektoren, dvs. hele fladen ligger 
på den ene side af tangentplanen. +− κκ  og  har samme fortegn. 
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Parabolske hvis K = 0 Disse punkter optræder hvor fladen kun er krum i en retning, dvs. 
den er ikke dobbeltkrum. Et punkt er også parabolsk hvis fladen er 
en plan. 

Hyperbolske hvis K < 0   Disse punkter optræder hvor der er saddelpunkt på fladen, dvs. når 
den ene hovedkrumning er negativ og den anden er positiv. 

+− κκ  og  har modsat fortegn. 
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DIFFERENTIALLIGNINGER 

TYPER AF DIFFERENTIALLIGNINGER 

Homogene differentialligninger 
Differentialligninger siges at være homogene, når funktionen af x og dens afledede ( )xL er 0, 
dvs. ( ) 0=xL  

Inhomogene differentialligninger 
Differentialligninger siges at være inhomogene, når funktionen af x og dens afledede ( )xL  er 
en funktion f(t) ≠ 0, dvs. 

( ) )(tfxL =  

Lineære differentialligninger 

 L V W:  →  betegner afbildningen ( ) xa
dt
dxa

dt
xda

dt
xdfL n

n

nn

n

011

1

1 ... ++++=
−

−

−  

 En afbildning siges så at være lineær hvis: 
 ( ) )()( 22112211 xLcxLcxcxcL +=+  
 for alle VxVx ∈∈ 21  ,  og alle konstanter 

Lineære differentialligninger af n’te orden med konstante koefficienter 
En differentiallignings orden n er afgjort af højest afledede af x. At koefficienterne er konstan-
te betyder at 021 ,...,, aaa nn −−  er konstanter. 

 ( )tfxa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

=++++ −

−

− 011

1

1 ...  

Lineært uafhængige funktioner 
To funktioner x1 og x2 siges at være lineært uafhængige når Wronskiandeterminanten W(x1,x2) 
er forskellig fra 0, dvs.: 

( ) 0, 1221
21

21
21 ≠′−′=

′′
= xxxx

xx
xx

xxW  

 
LØSNINGER TIL DIFFERENTIALLIGNINGER GENERELT 

Eksistens og entydighed 
For ethvert talsæt ( )12100 ,...,,,, −nvvvxt  findes der netop een løsning ( )tx ϕ=  til differential-
ligningen: 

( )tfxa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

=++++ −

−

− 011

1

1 ...  

for hvilken: 
 ( ) 00 xt =ϕ  og ( ) ( ) k

k vt =ϕ 0  hvor 1,...,2,1 −= nk  
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Fuldstændig løsning til en homogen differentialligning 
 For enhver homogen lineær differentialligning ( ) 0=xL  gælder, at hvis 

nxxx ,...,, 21  er løsninger til den homogene ligning, så er den komplementære løsning eller den 
fuldstændige løsning xc(t): 

 ( ) ( ) ( ) ( )txctxctxctx nnc +++= ...2211  også løsning til ( ) 0=xL  

Fuldstændig løsning til en inhomogen differentialligning 
Samtlige løsninger til den inhomogene ligning ( ) ( )tfxL =  fås ved at addere samtlige løsnin-
ger til den homogene ligning xc(t) med en partikulær løsning xp(t) til den inhomogene ligning, 
dvs. 
x(t) = xc(t) + xp(t) 

Superpositionsprincippet 
Hvis ixx =  er løsninger til ( ) ( )tfxL i=  for ni ,...,1= , da er nn xrxrxrx +++= ...2211  løsning 
til ligningen: 

 ( ) ( ) ( ) ( )tfrtfrtfrxL nn+++= ...2211  
 hvor ir  er en konstant. 
 
LØSNINGER TIL 1. ORDENS DIFFERENTIALLIGNINGER 
 En 1. ordens differentialligning på formen: 

 ( ) ( )tQxtP
dt
dx

=⋅+  

 løses ved: 

1. Beregn integrationsfaktoren ( ) ( )∫=ρ
dttP

et  
2. Multiplicer differentialligningen på hver side af lighedstegnet med ( )tρ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tQtxtPt
dt
dxt ⋅ρ=⋅⋅ρ+⋅ρ  

3. Venstre side af lighedstegnet er så den afledede af et produktet ( ) ( )txt ⋅ρ : 
( ) ( )[ ] ( ) ( )tQttxtDt ⋅ρ=⋅ρ  

4. Begge sider af ligningen integreres, og der løses mht. x(t): 
( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]CdttQt
t

tx

dttQtdttxtDt

+⋅ρ⋅
ρ

=

⇔⋅ρ=⋅ρ

∫

∫∫
1   

 
HOMOGENE 2. ORDENS LIGNINGER MED KONSTANTE KOEFFICIENTER 
  

 0012

2

=++ xa
dt
dxa

dt
xd  

 Dette omfatter løsning af homogene 2. ordens differentialligninger med konstante  koefficien-
ter. 
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Karakterligning 
 Karakterligningen til differentialligningen: 

 0012

2

=++ xa
dt
dxa

dt
xd  

 er givet ved: 
 001

2 =++ aRaR  

Løsning til ligning med 2 reelle rødder i karakterligningen 
 21  og rr  er de reelle rødder til karakterligningen. Den fuldstændige løsning er så: 
 ( ) trtr

c ecectx 21
21 +=  

Løsning til ligning med 2 komplekse rødder i karakterligningen 
 ia β±α=  er de reelle rødder til karakterligningen. Den fuldstændige løsning er så: 
 ( ) ( ) ( )tectectx tt

c β+β= αα sincos 21  

Løsning til ligning med reel dobbeltrod i karakterligningen 
 r er den reelle dobbeltrod til karakterligningen. Den fuldstændige løsning er så: 
 ( ) rtrt

c tecectx 21 +=  
 
HOMOGENE N’TE ORDENS LIGNINGER MED KONSTANTE KOEFFICIENTER 

0... 011

1

1 =++++
−

−

− xa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

 

Den fuldstændige løsning xc(t) til en homogen differentialligning af n’te orden består af n 
funktioner, dvs. 

( ) nnc fcfcfctx +++= ...2211  

Karakterligning 
 Karakterligningen til differentialligningen: 

 0... 011

1

1 =++++
−

−

− xa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

 

 er givet ved: 
 0... 01

1
1 =++++ −

− aRaRaR n
n

n  

Løsning til ligning hvis r1, r2,..., rn ∈R er rødder i karakterligningen 
 Der fås n funktioner: 
 ( ) tr

n
trtr

c
nececectx +++= L21

21  

Løsning til ligning hvis r ∈R er rod n gange i karakterligningen 
 Der fås n funktioner: 
 ( ) ( ) rtn

nc etctctcctx ⋅++++= −12
321 L  

Løsning til homogen ligning hvis α±βi ∈C er rod n gange i karakterligningen 
 Der fås 2n funktioner: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )tetctetc

ttecttec

tectectx

tn
n

tn
n

tt

tt
c

β+β

++β+β

+β+β=

α−α−
−

αα

αα

sincos           

coscos           

sincos

11
1

43

21

L   
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INHOMOGENE LIGNINGER MED KONSTANTE KOEFFICIENTER 
 
 Retningslinier til gæt af en partikulær løsning xp(t) til differentialligninger på formen: 

 )(... 011

1

1 tfxa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

=++++ −

−

−  

 
 er angivet i tabellen nedenfor. 
 

f(t) xp(t) 
n

n xbxbxbb ++++ L2
210  ( )n

n
s xAxAxAAx ++++ L2

210  
ktbkta sincos +  ( )ktBktAxs sincos +  

( )ktbktaert sincos +  ( )ktBktAex rts sincos +  
( ) rtn

n exbxbxbb ++++ L2
210  ( )n

n
rts xAxAxAAex ++++ L2

210  
( ) ( )ktbktaxbxbxbb n

n sincos2
210 +⋅++++ L  ( )[

( )]n
n

n
n

s

xBxBxBBkt

xAxAxAAktx

++++

+++++

L

L
2

210

2
210

sin     

cos
 

Små bogstaver henviser til konstanter der optræder i funktionen f(t), s undtaget. 
 
Store bogstaver henviser til ukendte konstanter som skal findes ved indsættelse af den gættede 
løsning xp(t) i differentialligningen. 

  
s vælges så stor, at ingen led i den partikulære løsning xp(t) bliver en konstant gange en kom-
plementær løsning xc(t). Dvs. at den komplementære løsning skal findes før en partikulær løs-
ning kan findes. 
 

INHOMOGENE LIGNINGER MED VARIABLE KOEFFICIENTER 
 
Differentialligninger med variable koefficienter er på formen: 

 ( ) ( ) ( ) )(... 011

1

1 tfxta
dt
dxta

dt
xdta

dt
xd

n

n

nn

n

=++++ −

−

−  

 hvor koefficienterne ai(t) er funktioner af t. 

Variation af parametre 
Der haves en n’te grads inhomogen differentialligning, og der kendes n uafhængige løsninger 

( ) ( ) ( ) ( )txctxctxctx nnc +++= L2211  til den homogene ligning. Der ønskes nu at finde en par-
tikulær løsning xp(t) til den inhomogene ligning. 
 
Der gættes på en partikulær løsning på formen: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtutxtutxtutx nnp +++= L2211  
hvor funktionerne ui(t) er ukendte og skal bestemmes. 
 

( )tui′  findes ved løsning af ligningssystemet: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftxtutxtu

txtutxtu

txtutxtu
txtutxtu
txtutxtu

n
nn

n

n
nn

n

nn

nn

nn

=′++′
=′++′

=′++′
=′′++′′
=′++′

−−

−−

11
11

22
11

22
11

11

11

0

0
0
0

L

L

MM

L

L

L

 

 
Ved Cramers regel fås: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )∫=

⇒=′

dt
tW

tftWtu

tW
tftWtu

i
i

i
i

 

hvor W(t) er Wronskiandeterminanten ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtxtx

txtxtx
txtxtx

tW

n
n

nn

n

n

11
2

1
1

21

21

−−−

′′′
=

MM

L

L

 

og Wi(t) er Wronskiandeterminanten W(t) hvor den i’te kolonne 

( )
( )

( ) ⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
′

−1n
i

i

i

x

tx
tx

M
er udskiftet med 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1

0
0

M
 

 
ORDENSREDUKTION AF HOMOGENE LIGNINGER 

Løsning x2 til 2. ordens ligning når en løsning x1 er kendt 
 Kendes en løsning x1(t) til den homogene 2. ordens ligning: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01 =+′+′′ txtqtxtpatx  
 findes den anden løsning x2(t) ved: 

 ( ) ( )
( )

( )[ ]∫
∫

⋅=
−

dt
tx

etxtx
dttp

2
1

12  

 
EULER-CAUCHY LIGNINGER 

2. ordens Euler-Cauchy ligning 
 En 2. ordens Euler-Cauchy ligning skrives på formen: 
 000

2 =+′+′′ xqxtpxt  
 
 Substitueres ( ) rttx = , ( ) 1−=′ rrttx  og ( ) ( ) 21 −−=′′ rtrrtx  fås: 
 ( ) ⇔=++− −− 01 0

1
0

22 rrr tqtrtptrrt  
( ) 01 00 =++− qrprr  

 
 Når der er 2 reelle rødder r1 ≠ r2 i ligningen er den generelle løsning: 
 ( ) 21

21
rr tctctx +=  
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 Når der er reel dobbeltrod r i ligningen er den generelle løsning: 
 ( ) ttctctx rr ln21 +=  
 
 Når der kompleks konjugeret rod a ± bi er den generelle løsning: 
 ( ) ( ) ( )tbtctbtctx aa lnsinlncos 21 +=  

n’te ordens Euler-Cauchy ligning 
 En 2. ordens Euler-Cauchy ligning skrives på formen: 
 ( ) ( ) 001

2
2

11
1 =+′+′′+++ −−

− xaxtaxtaxtaxta nn
n

nn
n L  

 
 Substitueres ( ) rttx =  fås: 
 ( ) ( ) ( ) 0111 012 =++−+++−− ararranrrran LL  
 
 Hvis der er n forskellige rødder i ligningen er den komplementære løsning: 
 ( ) nr

n
rr tctctctx +++= L21

21  

LAPLACETRANSFORMATIONER 

Definition 
 Lad f(t) være defineret for t > 0, så er Laplacetransformationen af f(t): 

 L{f(t)} ( ) ( )sFdttfe st =⋅= ∫
∞

−

0

 

 L{f(t)} = F(s) 
 L-1{F(s)} = f(t) 

Linearitet 
Laplacetransformationer er lineære, dvs. 

 L ( ) ( ){ }=⋅+⋅ tgbtfa ⋅a  L ( ){ }tf + ⋅b  L ( ){ }tg  

Laplacetransformationer af afledede funktioner 
 Hvis f(t) er kontinuert og stykvis differentiabel så: 
 L ( ){ } ⋅=′ stf  L ( ){ } ( ) ( ) ( )00 fsFsftf −⋅=−  
 
 L ( ){ } ⋅=′′ stf  L ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )000 2 ffssFsftf ′−⋅−⋅=′−′  
 
 L ( ) ( ){ } ⋅= nn stf  L ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )000 121 −−− −−′⋅−⋅− nnn ffsfstf L  

Laplacetransformationer af integraler 
 Hvis f er stykvis kontinuert for t ≥ 0 samt af eksponentiel orden så er: 

 L ( ) ⋅=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ττ∫ s
df

t 1

0

 L ( ){ } ( )
s
sFtf =  

 Hvis den afledte af ( )∫ ττ
t

df
0

 er ”let” så benyttes denne sætning på L ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ττ∫
t

df
0

. 
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Tilsvarende gælder: 

 L-1 ( ) ( )∫ ττ=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ t

df
s
sF

0

 

 Hvis ( )sFs ⋅  er ”let” så benyttes denne sætning på L-1 ( ){ }sF  

Translation på s-aksen 
 L ( ){ } ( )asFtfeat −=⋅  

dvs. at den Laplacetransformerede til ( )tfeat ⋅  findes som den Laplacetransformerede til f(t), 
hvorefter s udbyttes med s – a. 
 
L-1 ( ){ } ( )tfeasF at ⋅=−  
dvs. den invers Laplacetransformerede af F(s - a) findes som den inverse Laplacetransforme-
rede af F(s), hvorefter der ganges med ate . 

Translation på t-aksen 
 L ( ) ( ){ } ( )sFeatfatu as ⋅=−⋅− −  
 
 Tilsvarende er: 
 L-1 ( ){ } ( ) ( )atfatusFe as −⋅−=⋅−  

Foldning 
 Foldningen f * g af de stykvis kontinuerte funktioner f og g er defineret for 0≥t  som: 

 ( )( ) ( ) ( )∫ ττ−⋅τ=
t

dtgftgf
0

*  

 
 Laplacetransformerede af foldede funktioner er givet ved: 
 L ( ) ( ){ }=tgtf *  L ( ){ }⋅tf L ( ){ }tg  
 og 
 L-1 ( ) ( ){ } ( ) ( )tgtfsGsF *=⋅  
 dvs. den inverse Laplacetransformerede af ( ) ( )sGsF ⋅  findes som foldningen ( ) ( )tgtf * . 
 
 NB. gfgf ⋅≠*  

Differentiation af transformerede 
 Hvis f er stykvis kontinuert for t ≥ 0 samt af eksponentiel orden så er: 
 L ( ){ } ( )sFtft ′=⋅−  
 
 Tilsvarende gælder: 

 ( ) =tf  L-1 ( ){ } ⋅−=
t

sF 1  L-1 ( ){ }sF ′  

Integration af transformerede 
 Hvis f er stykvis kontinuert for t ≥ 0 samt af eksponentiel orden så er: 

 L ( ) ( )∫
∞

σσ=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

s

dF
t
tf  
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Tilsvarende gælder: 

 ( ) =tf  L-1 ( ){ } ⋅= tsF  L-1 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

σσ∫
∞

s

dF  

Transformation af periodiske funktioner 
 Hvis f(t) er periodisk med perioden p og stykvis kontinuert for t ≥ 0 så er: 

 L ( ){ } ( )∫ ⋅⋅
−

= −
−

p
st

ps dttfe
e

tf
01

1  

Duhamels princip 
 Mange fysiske systemer kan beskrives med differentialligningen: 
 ( ) ( ) ( ) ( )tftxatxatx =+′+′′ 21  
  
 Hvis ( ) ( ) 000 ==′ xx  Laplacetransformeres og X(s) isoleres: 

 ( ) ( )sF
asas

sX ⋅
++

=
21

2
1  

 

 ( )
21

2
1

asas
sW

++
=  kaldes for stivhedskoefficienten. 

 
 Løsningen x(t) fås ved Duhamels princip: 

 ( ) ( ) ( )∫ ττ−τ=
t

dtfwtx
0

 

Laplacetransformerede funktioner 
f(t) F(s) f(t) F(s) 
1 ( )0    1

>s
s

 
ktcos  ( )0    22 >

+
s

ks
s  

t ( )0    1
2 >s

s
 

ktsin  ( )0    22 >
+

s
ks

k  

( )0 ≥nt n  ( )0    !
1 >+ s

s
n
n  

ktcosh  ( )ks
ks

s
>

−
    22  

( )1 −>at a  ( ) ( )0    1
1 >
+Γ
+ s

s
a

a  
ktsinh  ( )ks

ks
k

>
−

    22  

tπ
1  

s
1  kteat cos⋅  

( )
( )as

kas
as

>
+−

−     
22  

ate  ( )as
as

>
−

    1  kteat sin⋅  
( )

( )as
kas

k
>

+−
    

22
 

atn et ⋅  
( )

( )0    !
1 >

− + s
as

n
n  ( )atu −  ( )0    >

−

s
s

e as

 

( ) [ ][ ]at1−  ( )0    
2
astanh

s
1

>⋅ s   ( )at −δ  ( )0    >− se as  

 I ovenstående tabel er betegnelserne: 
 k konstant ∈ R 
 a konstant ∈ R 
 n er mængden af hele tal 



 28

 

 • Enhedsstepfunktionen u er ( )
⎩
⎨
⎧

≥
<

=−
at
at

atu
for   1
for   0

 

 
 • Funktionen [ ][ ]x  er defineret ved at [ ][ ] =x det største heltal der ikke er lig eller overstiger x. 
 
 • Funktionen Γ er defineret ved: 

  ( ) ∫
∞

−− ⋅=Γ
0

dttex txt  

Funktionsværdier udregnes generelt ikke efter ovenstående udtryk, men slås op eller ud-
regnes efter nedenstående: 

  ( ) !1 nn =+Γ   hvor n tilhører mængden af hele tal 
  ( ) ( )xxx Γ⋅=+Γ 1  
  ( ) π=Γ 2

1  
 
EGENVÆRDIMETODEN FOR HOMOGENE SYSTEMER 

1. ordenssystemer 
Der ønskes en komplementær løsning ( )txc

r  til det homogene ligningssystem: 

nnnnn

nn

nn

xaxax

xaxax
xaxax

++=′

++=′
++=′

L

MMM

L

L

11

21211

11111

 

 
Fremgangsmetoden er følgende: 
 
1. Først bestemmes egenværdierne λ1, λ2,..., λn tilhørende [ ]ijaA =  ved ligningen: 

 0det

21

22221

11211

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

λ−

λ−
λ−

=λ−

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

IA

L

MMM

L

L

 

 
2. For hver egenværdi λ1 til λn findes en tilhørende egenvektor vr  ved løsning af ligningssy-

stemet: 
( ) 0

rr
=λ− vIA  

 
Da der er uendelig mange lineært afhængige løsninger vælges en komponent i vr , hvoraf de 

andre findes. Fx vælges v1 frit i 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

v
v
v

vr  og v2 og v3 bestemmes. 
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3. Det er ikke altid muligt at finde n lineært uafhængige løsninger til ligningen i 2. men når de 
findes, fås n lineært uafhængige løsninger til systemet af differentialligninger: 

 
• Hvis der findes n reelle ikke multiplicible egenværdier fås n lineært uafhængige løsnin-

ger til systemet af differentialligninger: 
( ) ( ) ( ) t

nn
tt nevtxevtxevtx λλλ ===

rr
L

rrrr  , ,  , 21
2211  

 
• Hvis der findes komplekse konjugerede egenværdier iqp ±=λ  med tilhørende egen-

vektorer ibav ±=
r  bliver løsningen: 

( ) ( ) ( )qtaqtbeiqtbqtaetx ptpt sincossincos rrrrr
−⋅+−=  

Heraf fås de to løsninger: 
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )qtaqtbetxtx

qtbqtaetxtx
pt

pt

sincosIm

sincosRe

2

1
rrr

rrr

+==

−==
 

 
Den komplementære løsning til systemet af differentialligninger bliver så: 

( ) ( ) ( ) ( )txctxctxctx nnc
r

L
rrr   2211 +++=  

2. ordenssystemer (masse-fjedersystemer) 
Masse-fjedersystemet nedenfor er et 2. ordenssystem bestående af tre masser m og fire fjedre 
k. 

x1 x2 x3

m1

k1

m2 m3

k4k2 k3

 
Betragtes systemet med n masser mi defineres: 

Masse matrix 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nm

m
m

M

00

00
00

2

1

L

MM

L

L

 

Stivhedsmatrix

( )
( )

( )

( )
( )⎥

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−

+−
+−

+−

=

+

−

1

1

4

433

3322

221

00
00

000
00
0
00

nnn

nnn

kkk
kkk

k
kkk

kkkk
kkk

K

L

L

MMM

L

L

L

L

  

Systemet af 2. ordens differentialligninger fås ved: 
 xAxxKMxxKxM rrrrrr

=′′⇒=′′⇒=′′ −1  
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Hvis matricen A har reelle negative egenværdier 2
11 ω−=λ , 2

22 ω−=λ ,..., 2
nn ω−=λ  med tilhø-

rende egenvektorer nvvv rrr  ...,, , 21 , så fås en generel løsning til ligningssystemet ved: 

( ) ( )∑ ω+ω=
n

i
iiiii vtbtatx rr sincos  

hvor ai og bi er konstanter. 
 
I det specielle tilfælde hvor en ikke multiplicibel egenværdi antager værdien λ0 = 0 med tilhø-
rende egenvektor 0vr , bliver løsningen: 

( ) ( ) 0000 vtbatx rr
+=  

 
FOURIERRÆKKER 

Periodiske funktioner 
En funktion f (t) er periodisk med perioden p hvis: 

)()( tfptf =+  hvor p > 0 
p angiver den mindste periode.  

Definition 
Lad f(t) være en stykvis kontinuert funktion med perioden 2L, så er Fourierrækken FS f(t) af 
f(t) givet ved: 

( ) ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅π⋅

⋅+
⋅π⋅

⋅+=≅
1

0 sincos
2

)(
n

nn L
tnb

L
tnaatfFStf  

 
hvor Fourierkoefficienterne an og bn er givet ved: 

( ) L,3,2,1,0for   cos1
== ∫

−

ndt
L
nttf

L
an

π

π

π  

( ) L,3,2,1for   sin1
=

π
= ∫

π

π−

ndt
L
nttf

L
bn  

a0 fremkommer ved at sætte n = 0 i an. 

Lige og ulige funktioner 
Lige funktioner har egenskaben: 

)()( tftf =−  for –L < t < L 
dvs. de er symmetriske om y-aksen i 
intervallet t ∈ [-L;L]. 
 
Ulige funktioner har egenskaben: 

)()( tftf −=−  for –L < t < L 
dvs. de er symmetriske om origo i  
intervallet t ∈ [-L;L]. 

Fourierrækker af lige og ulige funktioner 
Lad f(t) være defineret på intervallet 0 < t < L, da er en: 

Lige udvidelse: 
⎩
⎨
⎧

<<−−
<<

=
0,)(

0,)(
)(

tLtf
Lttf

tf  

Ulige udvidelse:  
⎩
⎨
⎧

<<−−−
<<

=
0,)(

0,)(
)(

tLtf
Lttf

tf  

L
t

f(t)

f(t)

L
t

L

L
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Fourierrækken FS f(t) af en lige funktion f(t) er: 

∑
∞

=

π
+=

1

0 cos
2

)(
n

n L
tnaatfFS  Cosinusfourierrække af f(t) 

 
Fourierrækken FS f(t) af en ulige funktion f(t) er: 

∑
∞

=

π
=

1

sin)(
n

n L
tnatfFS     Sinusfourierrække af f(t) 

Løsning af differentialligninger vha. Fourierrækker 
Der er givet differentialligningen med endebetingelserne: 

)()()´()´´( tftcxtbxtax =++  for 0 < t <L 
med randbetingelserne 0)()0( == Lxx  
 
1. Udvid først f(t) til intervallet –L < t < 0 

Udvidelsen er enten lige eller ulige. 
 
Forudsat, at f(t) er stykvis glat, har denne Fourierrækken: 

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅π⋅

⋅+
⋅π⋅

⋅+=≅
1

0 sincos
2

)()(
n

nn L
tnb

L
tnaatfFStf  

 
2. Antag, at differentialligningen har løsningen x(t) med Fourierrækken: 

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅π⋅

⋅+
⋅π⋅

⋅+=≅
1

0 sincos
2

)()(
n

nn L
tnb

L
tnaatxFStx  

NB Husk at an og bn ikke er de samme som i 1. 
  

3. Substituer FS f(t) og FS x(t) ind i differentialligningen og bestem koefficienterne a, b og c. 
 
4. Undersøg om endebetingelserne stemmer. 

 
Såfremt endebetingelserne stemmer haves en formel Fourierrækkeløsning. 

Varmeledningsligningen 
Varmeledningsligningen gælder for temperaturen u(x,t) i en lang tynd stang, som funktion af 
tiden t og stedet x. 

2

2

x
uk

t
u

∂
∂

=
∂
∂  

1. Betragt begyndelsesbetingelserne, dvs. hvor t = 0. Herved fås u(x,0) = f(x) 
2. Betragt randbetingelserne, ved x = 0 og x = L. L er længden på stangen. Herved ses hvil-

ken af nedenstående tilfælde der er tale om. 
 
• Givet grænseværdiproblemet, hvor de to ender er holdt ved en konstant temperatur (her 0): 

0),(),0(
)()0,(

==
=

tLutu
xfxu
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Løsningen til differentialligningen er: 

∑
∞

=

⋅⋅⋅
− ⋅⋅

⋅⋅=
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sin),( 2
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hvor bn er givet ved: 

...3,2,1,sin)(2

0

=
⋅⋅

⋅= ∫ ndx
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n
π  

 
• Givet grænseværdiproblemet, hvor de to ender er isolerede (intet varmeflow igennem en-

derne): 
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Løsningen til problemet er: 
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hvor an er givet ved: 

...3,2,1,0,cos)(2
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TRIGONOMETRISKE FUNKTIONER 

Sinus og cosinus 

 
2

cos
iktikt eekt

−+
=  

 
i
eekt

iktikt

2
sin

−−
=  

 hvor k er en konstant ∈R og 1−=i  

Hyperbolsk sinus og cosinus 

 
2

cosh
ktkt eekt

−+
=  

 
2

sinh
ktkt eekt

−−
=  

 hvor k er en konstant ∈R 

Additionsformlerne 
( ) )sin()sin()cos()cos(cos tststs +=−  
( ) )sin()sin()cos()cos(cos tststs −=+  
( ) )sin()cos()cos()sin(sin tststs +=+  
( ) )sin()cos()cos()sin(sin tststs −=−  

Trigonometriske funktioner 
1cossin 22 =+ xx  

( )xx 2cos1sin 2
12 −=  

( )xx 2cos1cos 2
12 +=  

xxx 22 sincos2cos −=  
xxx cossin22sin =  

xxx cos3cos43cos 3 −=  
xxx 3sin4sin33sin −=  

⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅=+
2

cos
2

cos2coscos yxyxyx  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅−=−
2

sin
2

sin2coscos yxyxyx  
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Specielle funktionsværdier 
 

Grader 0º 30º 45º 60º 90º 
Radiantal 0 

6
π  

4
π  

3
π  

2
π  

Sin 0 
2
1  

2
2  

2
3  1 

Cos 1 
2
3  

2
2  

2
1  0 

Tan 0 
3
3  1 3  - 

 


