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FORORD

Denne matematiske formelsamling er oprindeligt udarbejdet til 2. ars ingenigrstuderende pa in-
dustri-ingenigrlinien pa Aalborg Universitet, og den deekker omraderne:

- Geometri

- Differentialligninger

Formelsamlingen er udarbejdet i 1998-99 af studerende i frustration over, at der ikke fandtes
nogen brugbar formelsamling til matematikundervisningen pa industri-ingenigrlinien pa Aalborg
Universitet. Siden er formelsamlingen lgbende med hjelp fra studerende og undervisere tilpasset
og forbedret. Formelsamlingen indeholder pa en overskuelig og letforstaelig made alt, hvad man
behgver til opgaveregning og eksamen.
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GEOMETRI

PRODUKTER

Prikprodukt
d-b=[a,a,]-[b,b,]=ab, +a,b, = |§”5‘ cosv

Vigtige egenskaber:
-a=[af
i-b=0=3alb
CcosV = % , hvor v er vinklen mellem de to vektorer
allb

Planprodukt
a.6)-

Krydsprodukt eller vektorprodukt

a SN
’l=-d-b= |é”b‘smv = Avreal af udspandt parallelogram

i ] Kk
axb=la, a, a,
b, b, b,
Vigtige egenskaber:
(axb)Lab
§=(a1,a2,a3)0g6=(b1,b2,b3)
ax6=£a2 b2’a3 b3’al le
a3 b3 a'l bl a2 b2
ixb=-bxa
(ka)xb =k éxﬁ)zéx(kB)
éx(ﬁxﬁ —dxb+dx¢
‘éxB‘:ﬁ”B‘sinv
Rumprodukt
Cl C2 C3
[6,&,5]:6(* 6): . a, a,|=Volumen af udspandt epipedum
b, b, b,

PARAMETERFREMSTILLING

Linie
Linie gennem Py og P>:
|: OQ=0P, +t-P,P, ,hvor Qel



Plan
Plan o hvor P € a 0g b,c erto uafhaengige vektorer i o:

o ®:@+r-5+s-6,hvorQea

Plan oo hvor P, #P, #P, e a:
o: OszOT{+ﬁ@+S-@, hvorQ € a

LIGNINGER

Linie i planen
i = [a,b] normalvektor til linien 1, og P €
0Q-A=0P-fi , hvor Q =[x, y]e! eller
ax+by=d

Plan i rummet
ﬁ-P—Q =0 eller ax+by+cz=d
hvor Q =[x, y,z]e a, P =[X,,Y,.Z,] som er et kendt punkt og fi =[a,b,c] normalvektor til
planen «.

Hvis a,b e 0g & og b er lineart uafhaengige s er fi =axb

SK/ERINGSPUNKTER OG LINIER

Skaring mellem to linier i planen
To linier i planen kan enten
- skeere hinanden i et punkt
- veere parallelle
- veere sammenfaldende

I:a,x+by=d,
m: a,x+b,y=d,

Skeringen mellem | og m fas ved lgsning af ligningssystemet:
a b |d | |1 0|x
a, b, |d, 0 1]y

Skeringen mellem to linier givet ved parameterfremstilling findes ved samme fremgangsme-
tode som ”Skaering mellem to linier i rummet” beskrevet nedenfor.

Skeering mellem to linier i rummet
To linier i planen kan enten
- skaere hinanden i et punkt
- veere parallelle
- veere sammenfaldende
- veere vindskeve




l: [x,y,z]=OP +t-a
m: [x,y,z]=0Q+s-b

Skeringen mellem | og m fas ved lgsning af ligningssystemet:
OP+t-4=00Q+sb dvs.

| | 1 0]t

i -b|0Q-OP|~|0 1]s

| | 0 0|0

Herved bestemmes t og s. Skeeringspunktet fas ved at indsatte t i parameterfremstillingen for |
eller s i parameterfremstillingen for m.

Skeering mellem to planer i rummet
To planer i rummet kan enten
- skeere hinanden i en linie
- veere parallelle
- veere sammenfaldende

oaXx+by+cz=d,
B:a,x+b,y+c,z=d,

Der gnskes en parameterfremstilling F(t) for skeringslinien mellem o og B:

Skeringen mellem o og B findes ved at reducere nedenstaende matrix til reduceret raekke-

form.
a'1 bl C1 dl
{az bz C, d2i|
Den kolonne hvori der ikke er pivot valges til den frie parameter t, og de andre to koordinater
findes som funktion af t ved baglens substitution.

Hvis en af koordinaterne bliver O, valges en af de andre til den frie parameter, og den tredige
koordinat findes som funktion af t.

Eksempel:

Hvis resultatet bliver som:

a b ¢ |d 10 ?]?
a, b, ¢, |d, 01 ?2|?

veelges z til den frie variabel i skeeringslinien z =t, og x og y som funktion af t, findes ved
baglaens substitution i den reducerede matrix. Herved fas parameterfremstillingen for skee-
ringslinien mellem de to planer.



Skaring mellem linie og plan i rummet
En linie og en plan i rummet kan enten
- skaere hinanden i et punkt
- veere parallelle
- veere sammenfaldende

l: [x,y,z]=OP +t-a
o:ax+by+cz=d

Skeeringen mellem | og o findes ved at indseette x(t), y(t) og z(t) for linien I i ligningen for
planen o, og derved finde veerdien for den frie parameter t. Skaringspunktet fas ved indsat-
telse af den fundne verdi for t i parameterfremstillingen for .

ORTOGONALPROJEKTION

Projektion af en vektor pa en anden
Projektionen p af & pa b er givet ved:

ab - b
p=——=-b=(ad-€)-€ ,hvor € =—
p b-b ( ) ‘b‘

\5-6\ B}
EE ‘5‘ =|a|cosv , hvor v er vinklen mellem & og b

Projektion af et punkt pa en linie
Linie I: [x,y,z]=0OP +t-&
Punkt R =[x,,y,,,]

Projektionen R, af et punkt R pa en linie | fas ved:

O—R( =OP+ P—R( , hvor P er et punkt pa | og P—R( er vektoren fra P til projektionen af R pa I.
P—F\’, _ PAR ;
&-al

Q|

-a

Projektion af et punkt pa en plan
Plan o.: [X,y,z]=OP+r-b +s-€
Punkt R =[x,,y,,,]

Projektionen R, af et punkt R pa en plan o er givet ved:
OR, =OR-R_R , hvor R_R er vektoren fra projektionen af R p4 o til punktet R

— — PR-fi

R.R= |ﬁ #| -, hvor i er normalvektoren til o
n-n

a

Projektion af en linie pa en plan
Plan o: [x,y,z2]=0Q+r-b+s-€
Linie l: [x,y,z]=0P +t-a




Projektionen I, af en linie | p& en plan a. er givet ved:

0Q =OR, +t-[a— ], hvor OR, er projektionen af et punkt R e | p& a (udregnes som
ovenfor "Projektion af et punkt pa en plan™), og p er projektionen af retningsvektoren a for |
pa normalvektoren i for o

_a-n
- N

Pl

AFSTANDE | RUMMET

Afstanden mellem to punkter
P(Xl, yl,zl) 0g Q(xz, yz,zz) er to punkter i planen

d(P,Q): \/(Xz _)(1)2 +(Y2 - y1)2 +(Zz - 21)2

Afstanden mellem et punkt og en linie
Linie I: [x,y,z]=0P +t-4
Punkt R =[x,,v,,2]

Afstanden mellem R og | er givet ved:

‘ﬁéxé
d(R,1)=

4
Vektoren PR er vektoren mellem et punkt P pa | og punktet R

Afstanden mellem et punkt og en plan
Plan o: [x,y,z]=0Q+r-b+s-€
Punkt R=[x,,v,,]

Afstanden mellem R og o er givet ved:

d(R,a)= ‘Q_R"ﬁ‘ =‘Q—R>.(6X61

Al
Vektoren @ er vektoren mellem et punkt Q pa o og punktet R

Afstanden mellem to parallelle linier
L [xy,z]=0Q, +t-a
l,: [x,y,2]=0Q, +s-a

Hvis to linier 1, og I, er parallelle er afstanden d(1,,1,) mellem dem givet ved:
QQ,xa

4

d(llllz):'

Vektoren Q,Q, er vektoren mellem et punkt pa I, og 1,




Afstanden mellem to vindskaeve linier
l: [xy,z]=0Q, +t-a
,: [x,y,2]=0Q, +s-b

Hvis to linier 1, og 1, skarer hinanden eller er vindskave, er afstanden d(l,,1,) mellem dem
givet ved:

d(l,.1,)= o, fext]_Joeuad]

‘EEXB‘ ‘éxﬁ‘

Vektoren Q,Q, er vektoren mellem et punkt pa I, og I,

Afstanden mellem to parallelle planer
Plan o: [x,y,z2]=0Q+r-b+s-€
Plan B: [x,y,z]=OP+t-d+u-&

Afstanden mellem a og B findes som afstanden mellem det ene plan og et punkt i det andet
plan, som i ”Afstanden mellem et punkt og en plan”.

VINKLER | RUMMET

Vinklen mellem to linier
L: [x,y,z]=0Q, +t-4
l,: [x,y,2]=0Q, +s-b

Vinklen 6 mellem linierne 1, og I, findes ved
b
o

|

cos0 =

Vinklen mellem en linie og en plan
Linie I: [x,y,z]=0P +t-4
Plan o.: [x,y,z]=0Q+r-b+s-¢

Vinklen y mellem | og a findes ved
n-a

il =b x ¢ er normalvektoren til o

]|

cos(90—y) = , hvor

Vinklen mellem to planer
Plan a.: [x,y,z2]=0Q+r-b+s-C
Plan B: [x,y,z]=OP+t-d +u-&

Vinklen y mellem o og f findes ved

A, -y

.|

CoSy = ,hvor i, = bx¢ og n, = d x& er henholdsvis a’s og B’s normalvektor

n

o




KOORDINATSKIFT

[T’, i'] 0g [x', y’] betegner henholdsvis de nye hovedenhedsvektorer og de nye koordinater, og

i,j|og [x, y] betegner de oprindelige hovedenhedsvektorer og koordinater.

Koordinatskiftevektor M

cosv —sinv o ; | cosv sinv
M=| . og M™ =M = .
sinv. cosv —sinv  cosv

Drejning af koordinatsystem, hovedenhedsvektorerne
Nye hovedenhedsvektorer nar koordinatsystemet drejes med vinklen v.
i'=cosv-i+sinv-]
j’=-sinv-i +cosv- ]

il

Oprindelige hovedenhedsvektorer:
i =cosv-i'—sinv-j’
j=sinv-i’+cosv-]’

i

Drejning af koordinatsystem, koordinater
Nye koordinater nar koordinatsystemet drejes med vinklen v.
X"=cosv-X+sinv-y
y'=-sinv-:-X+cosv-y

HEH

Oprindelige koordinater:
X=Ccosv-X —sinv-y'
y=sinv-x'+cosv-y’

HEH

Drejning og flytning af koordinatsystem, koordinater

a!
Nye koordinater nar koodinatsystemet drejes med vinklen v og flyttes {b’]

x| [a 1ol X a' : o o .
| = b +M - , hvor b er flytningen fra oprindelige origo til nye origo
y y
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Oprindelige koordinater:

{X} = {Z} +M -{X} , hvor Lﬂ er flytningen fra nye origo til oprindelige origo
y y

Der gelder fglgende sammenhaeng mellem de to flytninger:

=

KURVER

Beskrivelse
Kurver beskrives med parameterfremstilling, hvor parameteren er tid t

F(t)=[x(t), y(t) z(t)] Sted
v(t)=r'(t)=[x'(t)y'(t)z't)] Hastighed
at)=v't)=r"(t)=[x"(t). y"(t).2"(t))  Acceleration

Hvis en kurve er beskrevet som en funktion f(x): y fas parameterfremstilling ved:

Ft)=[t, f )

Differentiation af kurver

(E+5)1)=F ()+F, () Addition

( )’( )— f () ()+ f(t)-F'(t) Parameterfremstilling ganget med talfunktion
(. 5)0=F t) R t)+5()- AQ Prikprodukt

(7 x7,) (1) =T, ()xF,(t)+R(t)x7, )  Krydsprodukt

Tangentvektor
Enhedstangentvektoren { til tiden t, er givet ved ([f| =1):

Hvis 7'(t,) =0 sder:

Hvis F'(t,)=0 s&er:
t(t,)= |imM og (t,)=lim F(t)-Ft,)

Nar 7'(t,)=0 s& er der spidstangent i t,

Binormalvektor
Enhedsbinormalvektoren b til tiden t er givet ved (‘5‘ =1):

Bi(t)= r'(t)xr"(t)

NEONED
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Normalvektor
Enhedsnormalvektoren fi til tiden t er givet ved (|fi| =1):

A(t)=b(t)xE(t)

hvor  er enhedstangentvektoren og b er enhedsbinormalvektoren

Buelaengde
Buelangden s af en kurve fra F(t,) til F(t,) er

5= tj1|r'(t)|dt
hvor |F'(t) = \/(X'(t))2 +(y'(t) + (')’

Bueleengde som parameter
Sammenhangen mellem almindelig parameterfremstilling f(t) og buelaengdeparame-

terfremstilling 7, (s) er

Ft)=7, -(s(t)

hvor s(t) er buelengden fra t =0 til t

Krumning
Krumning er defineret

K :%, hvor R er radius for cirklen

Krumning i planen
Krumning i punktet s er (buelengde som parameter)

t'(s)=x(s)-fi(s)

hvor fi(s)=t(s) er hovednormalvektoren

Krumning i punktet t er (tid som parameter)

o(t) = [F(t).7"(t)]

F(t)’

hvor [F'(t),F"(t)] er planproduktet

Krumning i rummet
Krumning i punktet s er (bueleengde som parameter)
t'(s)=x(s)-fi(s)
£(s)

hvor fi(s)= ——- er hovednormalvektoren

6s)
Krumning i punktet t er (tid som parameter)
oft)= IF(t)x r3(t)|
F(t)

13



Oskulationscirkel
En oskulationscirkel er den bedst approksimerende cirkel til et punkt Pgy
- Gar gennem punktet Py
- Har samme tangentretning
- Har samme krumningsvektor x -

Cirklens radius = Krumningsradius = ¢ = L

A

Cirklens centrum = @ +o-n
Cirklens parameterfremstilling C,, ()= (ﬁ L ﬁj L cos(i-s)-fi + L sin(k-s)-T
K K K

Cirklen ligger i et plan udspzandt af fiogt

Oskulationsplan
En oskulationsplan @, er den bedst approksimerende plan til et punkt P

- Gar gennem punktet Py
- Indeholder tangentvektoren til P

- Indeholder &(t)=r"(t)=v(t)-T(t)+Vv(t) x(t)-filt)
, er plan gennem Py udspeendt af {F'(t), r"(t)}eller {f (t),fi(t)}

Parameterfremstilling:
OP, +u-F'(t)+v-F"(t) hvor {u,v}eR

Iﬂning: L
0Q - (F'(t)xF"(t))=OP, - (F'(t)x F"(t)) hvor Q =[x, y,z]e @,

Torsion 7
Torsion zer et udtryk for hvor meget en kurve vrider sig, dvs. hvor hurtigt oskulationsplanen
@, Vipper.

P (07

T=

FERGUSSONKURVER ELLER KUBISKE SPLINES

Definition
Fergussonkurver er en kurve der gennemlgber en reekke punkter P, til P, ien ”p&n” og

”glat” bane. Kurvestykkerne mellem punkterne P; og Pi+1 er givet ved et 3. gradspolynomium
p,.,(t) for0<t<1

P2 Pis

Pn

Po

Pn-l

Der geelder for punkterne at de sammenbinder kurvestykkerne:
ﬁi (1) = pm(o)
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Ligeledes gaelder der for retningsvektorerne i enderne af kurvestykkerne at:
ﬁ;(l) = ﬁi+l = \7|+1

Sluttelig gzlder der for den anden afledede p’(t) af stedvektoren p(t) at
p/(1)= p;,(0) og for kurvens endepunkter p;(0)= p/(1)=0

Retningsvektorerne
Nar punkterne Py til P, er kendt findes retningsvektorerne v, til V. ved lgsning af

ligningssystemet:

2 1.0 . Vo | [ —3P,+3P «—
1410 . v -3P, +3P,
01410 v, -3P, +3P,
01 41 . Via -3P_, +3P,
1 4 1 O . \7i = _SPi—l + 3Pi+l
01 10 . Via -3P, +3P,,
01 41 0|Vy,| |-3P_3+3P,4
1 4 1|V, -3P,_, +3P,

01 2|V, | [-3P1+3P, | ——

(Laeg meerke til at endepunkterne er forskelllge fra de andre punkter)

Ovenstaende svarer til at lgse Ilgnlngssystemet
Vo P P, V| P P,

AV (=3 PP, |=|Vi|=3-A7P_P

<l
>
V)
iR
V)

<l
=l
20
iR
20

Nedenfor er A™ angivet for A som 3x3, 4x4, 5x5 og 6x6 matrix:

2  _7 2 _1
7 _1 1 45 45 45 45
12 6 12 1 14 _ 4 2
—l( ) 1 1 1 —1( ) 45 45 45 45
X =| —= = [ X —
A—(3x3 s 3 5 A~ (4x4 2 P
1 _1 7 45 45 45 45
12 6 12 1 2 7 26
45 45 45 45
(2 _97 26 _ 71 2 __1
[ o7 13 1 1 1 ] 627 627 627 627 627 627
168 84 4 84 168 _97 14 _ 5 14 _ 4 2
_ 13 13 1 1 1 627 627 627 627 627 627
8 & 12 4 84 26 _ 52 182 _ 49 14 _ 7
—1( ) 1 1 7 1 1 —1( ) _ 627 627 627 627 627 627
x5)= & -= L - L xX0)=
A7(5x5 24 2 2 2 2 | AT(6x6 _ 7 14 4 18 _ 5 26
_ 1 1 _ 1 13 _ 13 627 627 627 627 627 627
8 42 12 4 84 2 _4 14 _5 1% _ 9
1 _1 1 _13 97 627 627 627 627 627 627
L 168 84 24 84 168 | _ 1 2 1 26 _ 97 362
627 627 627 627 627 627 _|




Udregning af polynomier for kurvestykkerne
Den kubiske spline mellem to punkter for t = [0;1] kan skrives pa to mader:

1) pt)=4a, +4&, -t+4a, -t +4,-t°

job)

Koefficienterne er:

ao = IT)(O)— F:‘o
a, = ﬁ'(o = \70
a

Fergussonpolynomierne er:
Ft)=2-t°-3-t* +1

BEZIERKURVER

Beziérkurver er givet ved fire punkter Q,, Q,, Q, 0og Q,, hvor Q, og Q, er endepunkterne
og Q, og Q, er "magneter”, der pavirker kurven mellem endepunkterne.

(?z

Q\/\
. Qs
o)

Kurven er givet ved parameterfremstillingen:

G(t) = Bo,s(t)'Qo + Bl,s(t)'Ql + Bz,s(t)'Qz + By, (t)-Q, . hvor
8,070 og

3. grads-Beziérpolynomierne er:
Bys(t)=(1-t) =1-3-t+3-t* -t

B,(t)=3t-(1-t)’ =3-t-6-t> +3-t°
B,,(t)=3-t-(1-t)=3-t* -3-t°
Bs,s(t):t3
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Sammenhang mellem Fergusson- og Bezierkurver
Qo =F
Qs =P
G'(0)=-3-Q, +3-Q, =3-QQ, =V,
G'1)=-3-Q, +3-Q; =3-Q,Q, =V,

FLADER

Beskrivelse af flader
Flader kan vare givet ved en parameterfremstilling med to frie variable:

x(u,v)
F(u,v)=1 y(u,v)

z(u,v)
eller en ligning:
F(xy)=2
Sammenhangen mellem parameterfremstilling og ligning er:

u
F(x,y)=z—>F(uv)=| v
F(u,v)

Normalvektor
Enhedsnormalvektoren i et punkt P, = (u,,v, ) er givet ved:

v r(uv)xF(uv)
V()= 7, (u,v)x T, (u,v)

Tangentplan
Parameterfremstilling for tangentplan i P, = F(u,,V,):

0Q =OP, +5-F,(Uy,V, )+t -F,(u,,v, ) for s,teR

Ligning for tangentplan i P, = F(u,,V,):
(X —F(uy,vy))-v =0 hvor X =[x,y,z] er et vilkarligt punkt

Fladens 1. fundamentalform
ds? =E-du?+2-F -dudv+G-dv?
hvor koefficienterne for fladens 1. fundamentalform er:
E=r(uv)F,(uv)

F,(u,v)-F,(u,v)

r,(u,v)-F,(u,v)

E
G

Der geelder at E-G —F2 =|F, (u,v)xF,(u,v)’



Fladens 2. fundamentalform
Koefficienterne for fladens 2. fundamentalform er givet ved:
e=r,(u,v)-v(u,v)
f =1, uv) ¥(uv)
g ="y (V) ¥(uv)
hvor v(u,v) er enhedsnormalvektoren

Laengde af kurvestykke pa fladen
De to frie variabler skrives op som funktion af tiden, sa der udtrykkes en kurve pa fladen:

Fu(t) v(t))
Laengden af et kurvestykke | fra tiden to til t; er s givet ved:

-] 4 (et v(t))){dt

t

Areal af fladestykke
Arealet af et fladestykke i intervallet v, <v<v, og u, <u <u, er givet ved:

A= TT\/(EG — F2)u,v)dudv

Vo Ug

Hovedkrumning

Hovedkrumningerne k_ og k, er henholdsvis den minimale og den maksimale krumning.
k_0g K, star altid vinkelret pa hinanden.

Hovedkrumningerne findes ved:

k. =H+vJH?-K

Middelkrumning

Middelkrumningen H er gennemsnittet af den maksimale og den minimale krumning
K 00K,:
E-g-2-F-f+G.-g «x_+x,
H = 2 =
2-(E-G-F?) 2

Gausskrumning

Gausskrumningen er produktet af den maksimale og den minimale krumning k_og «, :
_e.g-—f?

=———=K_ 'K,
E-G-F?
Punkter pa fladen

Punkterne pa fladen kaldes:

Elliptiske hvis K >0 Disse punkter optraeder hvor fladen er dobbeltkrum, og begge
krumninger peger vaek fra normalvektoren, dvs. hele fladen ligger
pa den ene side af tangentplanen. k_ og «, har samme fortegn.
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Parabolske hvis K =0

Hyperbolske hvis K <0

Disse punkter optraeder hvor fladen kun er krum i en retning, dvs.
den er ikke dobbeltkrum. Et punkt er ogsa parabolsk hvis fladen er

en plan.
Disse punkter optraeder hvor der er saddelpunkt pa fladen, dvs. nar

den ene hovedkrumning er negativ og den anden er positiv.
Kk_0g x, har modsat fortegn.
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DIFFERENTIALLIGNINGER

TYPER AF DIFFERENTIALLIGNINGER

Homogene differentialligninger
Differentialligninger siges at vaere homogene, nar funktionen af x og dens afledede L(x)er 0,

dvs. L(x)=0

Inhomogene differentialligninger
Differentialligninger siges at vaere inhomogene, nar funktionen af x og dens afledede L(x) er

en funktion f(t) = 0, dvs.
L(x)= f(t)

Lineeaere differentialligninger

d"x d"*x
n Tay, n-1

dt dt

En afbildning siges sa at vere linear hvis:

L(Clxl +CyX, ): ¢, L(%)+c,L(x,)

foralle x, eV, x, eV og alle konstanter

L: V > W betegner afbildningen L(f)= +...+al%+aox

Lineaere differentialligninger af n’te orden med konstante koefficienter
En differentiallignings orden n er afgjort af hgjest afledede af x. At koefficienterne er konstan-
te betyder at a, ,,a, ,,...,a, €r konstanter.
d"x d"*x
dr o gt

+...+al%+a0x: f(t)

Lineeaert uafhaengige funktioner
To funktioner x; 0og X; siges at veere lineart uafhaengige nar Wronskiandeterminanten W(x,x,)
er forskellig fra 0, dvs.:

Xl XZ

i ’
1 2

W (x,,X,)= = XX} — X,X| #0

L@SNINGER TIL DIFFERENTIALLIGNINGER GENERELT

Eksistens og entydighed
For ethvert talsat (t,, X,,V;,V,,...,V, ;) findes der netop een lgsning x = ¢(t) til differential-

ligningen:
d"x d"*x dx

+a +.+a —+a,x= f(t
dtr‘l n-1 dtn—l 1 dt 0 ( )
for hvilken:

olt,)=x, 0g o™ (t,)=v, hvor k=12,...n-1
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Fuldstaendig lgsning til en homogen differentialligning
For enhver homogen linezr differentialligning L(x)=0 gelder, at hvis
X;, X,,.., X, €r lgsninger til den homogene ligning, sa er den komplementeere lgsning eller den
fuldsteendige lasning x.(t):
X, (t) = c,x, (t)+ ¢, %, (t) +... + ¢, x, (t) ogsé lgsning til L(x)=0

Fuldstaendig lgsning til en inhomogen differentialligning
Samtlige Igsninger til den inhomogene ligning L(x) = f (t) f&s ved at addere samtlige lgsnin-

ger til den homogene ligning Xc(t) med en partikulaer lgsning x,(t) til den inhomogene ligning,
dvs.

X(t) = Xe(t) + Xp(0)

Superpositionsprincippet
Hvis x = x, er lgsninger til L(x)= f,(t) for i =1...,n,daer x = r,x, +r,X, +...+ X, lgsning
til ligningen:
L(x)=rf@t)+r,f,(t)+..+r f (t)
hvor r, er en konstant.

L@SNINGER TIL 1. ORDENS DIFFERENTIALLIGNINGER

En 1. ordens differentialligning pa formen:

& p)-x=Q()

lgses ved:

1. Beregn integrationsfaktoren p(t)= ol PO
2. Multiplicer differentialligningen pa hver side af lighedstegnet med p(t):

dx
plt)- 5 *+P(t)-Pt)-x =p(t)-Q(t)
3. Venstre side af lighedstegnet er s& den afledede af et produktet p(t)- x(t):

D,[p(t)- x(t)]=p(t)-Q(t)

4. Begge sider af ligningen integreres, og der lgses mht. x(t):

J BJplt)- x(0kt = olt)- Q) =
()= llo0)-ttp-c]

HOMOGENE 2. ORDENS LIGNINGER MED KONSTANTE KOEFFICIENTER

d_2x ra, X yax=0
dez - tdt o C
Dette omfatter lgsning af homogene 2. ordens differentialligninger med konstante koefficien-
ter.
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Karakterligning

Karakterligningen til differentialligningen:
d_2x +a o +a,x=0

dez - tdt o C

er givet ved:

R*+aR+a,=0

Lasning til ligning med 2 reelle rgdder i karakterligningen
r, og r, er de reelle radder til karakterligningen. Den fuldstendige lgsning er sa:

x,(t)=ce™ +c,e?

Lasning til ligning med 2 komplekse rgdder i karakterligningen
a=oaxBi erde reelle redder til karakterligningen. Den fuldsteendige lgsning er sa:

x, (t)=c,e™ cos(Bt)+ c,e” sin(Bt)

Lasning til ligning med reel dobbeltrod i karakterligningen
r er den reelle dobbeltrod til karakterligningen. Den fuldsteendige lgsning er sa:

x,(t)=ce" +c,te"

HOMOGENE N’TE ORDENS LIGNINGER MED KONSTANTE KOEFFICIENTER

d"x d"*x
n tan, n-1
dt dt
Den fuldsteendige lgsning x.(t) til en homogen differentialligning af n’te orden bestar af n
funktioner, dvs.
x,(t)=c,f, +c,f, +..+¢ f,

dx
+...+ala+aox:0

Karakterligning
Karakterligningen til differentialligningen:

d"x d"*"x
g o g
er givet ved:

R"+a, ,R"™+..+a,R+a,=0

dx
+...+ala+a(,x:0

Lasning til ligning hvis ry, r,..., Iy €R er rgdder i karakterligningen
Der fas n funktioner:

x,(t)=ce™ +c,e” +---+c.e™

Lasning til ligning hvis r eR er rod n gange i karakterligningen
Der fas n funktioner:

X (t) = (Cl + Czt + C3t2 4o Cnt”—l). ert

C

Lasning til homogen ligning hvis a+fi €C er rod n gange i karakterligningen
Der fas 2n funktioner:

X, (t) = c,e“ cos(Bt) + c,e“ sin(Bt) +
c,te™ cos(Bt) + c,te™ cos(Bt)+--- +
¢, ,t" e cos(Bt) + ¢, t" e sin(Bt)
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INHOMOGENE LIGNINGER MED KONSTANTE KOEFFICIENTER

Retningslinier til geet af en partikuleer lgsning x,(t) til differentialligninger pa formen:
d”x+a dHX+ +a %+ax—f(t)
" "tdt"™ 7 tdt o °

er angivet i tabellen nedenfor.

f(t) Xp(t)
by +b,X +b,X* +---+b X" xS(A0+Alx+A2x2+~-+A1x”)
acoskt +bsinkt x*(Acoskt + Bsinkt)
e"(acoskt + bsinkt) x°e" (Acoskt + Bsinkt)
(b0 +h,x +b,x’ +~-+bnx”)ert xse”(A0 +AX+AXE A+t Anx”)
by +b,X +b,X? +---+ 1, x")- (acoskt + bsinkt) | x*[coskt(A, + AX+ AXE +-+ A X")+
sin kt(B0 + B X+ Byx? 4o+ an”)]

Sma bogstaver henviser til konstanter der optreaeder i funktionen f(t), s undtaget.

Store bogstaver henviser til ukendte konstanter som skal findes ved indsattelse af den geettede
lasning X,(t) 1 differentialligningen.

s veelges sa stor, at ingen led i den partikuleere lgsning x,(t) bliver en konstant gange en kom-
plementar lgsning x.(t). Dvs. at den komplementare lgsning skal findes far en partikuler lgs-
ning kan findes.

INHOMOGENE LIGNINGER MED VARIABLE KOEFFICIENTER

Differentialligninger med variable koefficienter er pa formen:

d"x d"*x dx
O an—l(t)W +ot al(t)a +a(t)x = f(t)

hvor koefficienterne a;(t) er funktioner af t.

Variation af parametre
Der haves en n’te grads inhomogen differentialligning, og der kendes n uafhangige lgsninger
X, (t)= ;% (t)+ c, %, (t) +--- +c,, (t) til den homogene ligning. Der gnskes nu at finde en par-
tikuleer lasning x,(t) til den inhomogene ligning.

Der gettes pa en partikulear lgsning pa formen:
Xp (1) = Uy ()% (1) + U, (), (1) + -+ u, (), ()

hvor funktionerne uj(t) er ukendte og skal bestemmes.

u/(t) findes ved lgsning af ligningssystemet:
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u; (t)x, (t) up(t)x,(t) = 0
uthxt) +-+  utxt) = o
u(x?t) +-+ uw@xPt) = o0
w2 () D) = o

u
u(Ox" M) +-+ U

Ved Cram(e;s r(e;;el fas:
o W(t)F(t

ui(t):W—(t):

0, ()= det

W (t)

X
hvor W(t) er Wronskiandeterminanten W (t)=| .

ORDENSREDUKTION AF HOMOGENE LIGNINGER

Lasning X, til 2. ordens ligning nar en lgsning x; er kendt
Kendes en lgsning x;(t) til den homogene 2. ordens ligning:
x"(t)+a, p(t)x'(t) + q(t)x(t) = 0
findes den anden lgsning x(t) ved:

ef_f p(t)dt
Xz(t): Xl(t)' I—dt

[ @F

EULER-CAUCHY LIGNINGER

2. ordens Euler-Cauchy ligning

En 2. ordens Euler-Cauchy ligning skrives pa formen:
2n

t°X" + potx"+gyx =0

Substitueres x(t)=t", x'(t)=rt"" og x"(t)=r(r -1t"? fas:
t2r(r =1t + ptrt™ +qt' =0 =

r(r—1)+ p,r+q, =0

Nar der er 2 reelle radder ry # r; i ligningen er den generelle Igsning:
X(t)=c,t" +c,t"
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Nar der er reel dobbeltrod r i ligningen er den generelle lgsning:
X(t)=ct" +c,t" Int

Nar der kompleks konjugeret rod a + bi er den generelle lgsning:
x(t) = c,;t* cos(bInt)+c,t* sin(bInt)

n’te ordens Euler-Cauchy ligning
En 2. ordens Euler-Cauchy ligning skrives pa formen:
at"x™ra t"IXOYV 44t +atx +a,x =0

Substitueres x(t)=t" fas:
ar(r-1)--(r-n+1)+--+a,r(r-1)+ar+a, =0

Hvis der er n forskellige rgdder i ligningen er den komplementere lgsning:
n 7] T
X(t)=cift|" +C[t]* +-- +c,lt

LAPLACETRANSFORMATIONER

Definition
Lad f(t) veere defineret for t > 0, sa er Laplacetransformationen af f(t):
L{fO} = [e - f(t)dt = F(s)
0
L{f(t)} = F(s)
L{F(s)} = f(t)

Linearitet
Laplacetransformationer er linegere, dvs.

Lia-f(t)+b-g(t)=a- L{f()i+b- Liglt)

Laplacetransformationer af afledede funktioner
Hvis f(t) er kontinuert og stykvis differentiabel sa:

L {f'(t)i=s- L{f ()}~ F(0)=s-F(s)- f(0)
L{f"({t)}=s- L{f'(t)}- f'(0)=s*-F(s)-s- f(0)- f'(0)
L{fO(t)}=s"- L{f([t)}-s""- £(0)—s"?- £/(0)—---— £V(0)

Laplacetransformationer af integraler
Hvis f er stykvis kontinuert for t > 0 samt af eksponentiel orden sa er:

L{i f<r>dr}=§- Liry= ")

0

(S S——

t
Hvis den afledte af J' f(t)dt er "let” sd benyttes denne s&tning p& L{
0

f (r)dr} .
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Tilsvarende gelder:
F(s)| _
L1 2SI [ f (o)
{ S } J e
Hvis s- F(s) er "let” sd benyttes denne setning p& L-1{F(s)}

Translation pa s-aksen
Lie® - f(t)}=F(s—a)
dvs. at den Laplacetransformerede til * - f(t) findes som den Laplacetransformerede til f(t),
hvorefter s udbyttes med s — a.

L*{F(s—a)}=e"-f(t)
dvs. den invers Laplacetransformerede af F(s - a) findes som den inverse Laplacetransforme-
rede af F(s), hvorefter der ganges med e .

Translation pa t-aksen
L{ut—a) f(t—a)l=e™-F(s)

Tilsvarende er:
L™ F(s)}=u(t-a) f(t—a)

Foldning
Foldningen f * g af de stykvis kontinuerte funktioner f og g er defineret for t > 0 som:

t

(f*g)t)=[f(x) glt -l

0

Laplacetransformerede af foldede funktioner er givet ved:
L{if(t)*g®)f= L{f ()} Lig(t)}
CHEG) 66)- 10+ gl)

dvs. den inverse Laplacetransformerede af F(s)-G(s) findes som foldningen f (t)*g(t).
NB. f*g=f-g

Differentiation af transformerede
Hvis f er stykvis kontinuert for t > 0 samt af eksponentiel orden sa er:

Li-t- f()}=F(s)
Tilsvarende gelder:

()= L FG) - L)

Integration af transformerede
Hvis f er stykvis kontinuert for t > 0 samt af eksponentiel orden s er:

L {@} = T F(o)do

S
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Tilsvarende gelder:

F(t)= LV E(s)) = t- L {IF(G)dG}

Transformation af periodiske funktioner
Hvis f(t) er periodisk med perioden p og stykvis kontinuert for t > 0 sa er:

LT O)= fes )

—_e P .

Duhamels princip
Mange fysiske systemer kan beskrives med differentialligningen:

xX"(t)+a,x'(t)+a,x(t)= f(t)

Hvis x'(0)= x(0)=0 Laplacetransformeres og X(s) isoleres:

1
X(s)=—— F(s
() s’+as+a, )
W(s)= 2; kaldes for stivhedskoefficienten.
s“+a,s+a,

Lasningen x(t) fas ved Duhamels princip:

x(t)= [we)f (t - <)o

Laplacetransformerede funktioner

f(t) F(s) f(t) F(s)
1 1 coskt s
; (S>O) 52+k2 (S>O)
t 1 sinkt k
5 (>0 o >0
t" (n>0) Sr;il (s>0) cosh kt Sz;kz (s> k|
ta -1) | Tla+1 sinh kt k
(a>-1) (SM ) (s>0) 7K (s> k|
1 1 e™ - coskt s—a
= = —> = _ (s>a
Jt Js (s—a) +k? (>a)
et 1 e .sinkt K
sa 079 e ©Y
e ( n!)n+l' (s>0) ut-a) |e= (s>0)
s-a S
(1) %-tanh % (5>0) S(t—a) e® (s>0)

| ovenstaende tabel er betegnelserne:
k konstant € R

a konstant € R

n er mangden af hele tal
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0 fort<a

e Enhedsstepfunktionen u er U(t - a)= {1 fort>a

o Funktionen [[x]] er defineret ved at [[x]]=det starste heltal der ikke er lig eller overstiger x.

e Funktionen T er defineret ved:
r(x)=[e-t-dt
0

Funktionsveerdier udregnes generelt ikke efter ovenstaende udtryk, men slas op eller ud-
regnes efter nedenstaende:

I(n+1)=n! hvor n tilhgrer mangden af hele tal

[(x+1)=x-T(x)

r(3)=+r

EGENVZARDIMETODEN FOR HOMOGENE SYSTEMER

1. ordenssystemer
Der gnskes en komplementeer lgsning X, (t) til det homogene ligningssystem:

4 —_

X = apX, et X,
4 —_

X = ayX teet X,

4 —
Xn - anlxl +eeet a‘nan

Fremgangsmetoden er falgende:

1. Forst bestemmes egenveerdierne Ay, %,..., An tilhgrende A = |a; | ved ligningen:

a11_7‘ a,;, ay,
a a, —A - a
A-Ml|=detf T " |=0
anl a'n2 a‘nn_y\‘

2. For hver egenveerdi A, til A, findes en tilhgrende egenvektor v ved lgsning af ligningssy-
stemet:

(A-Al W =0

Da der er uendelig mange linezrt afhaengige lgsninger veelges en komponent i vV, hvoraf de
Vl

andre findes. Fx veelges v; friti Vv =| v, | 0g v 0g v bestemmes.
V3




3. Det er ikke altid muligt at finde n linezert uafhangige lgsninger til ligningen i 2. men nar de
findes, fas n lineaert uafhangige lasninger til systemet af differentialligninger:

e Hvis der findes n reelle ikke multiplicible egenverdier fas n lineart uafhengige lgsnin-
ger til systemet af differentialligninger:

% (t)=v,e™, %, (t)=v,e™ -, % (t) =V ™'

o Huvis der findes komplekse konjugerede egenveaerdier A = p £iq med tilhgrende egen-
vektorer Vv =a +ib bliver lgsningen:
X(t) = e”‘(é cosqt — b sin qt)+ i -ept(B cosqt —asin qt)
Heraf fas de to lgsninger:
% (t)= Re(x(t)) = e" (é cosqt —bsin qt)
%,(t)= Im(x(t))=e" (5 cosqt +asin qt)

Den komplementere lgsning til systemet af differentialligninger bliver sa:
Xc (t) = Cl)?l(t)+ CZXZ (t)+ -+ G, Xn (t)

2. ordenssystemer (masse-fjedersystemer)
Masse-fjedersystemet nedenfor er et 2. ordenssystem bestaende af tre masser m og fire fjedre

K.
ki k2 ks Ka

Betragtes systemet med n masser m; defineres:

m 0 - 0
) m, --- 0
Masse matrix M = .
0 0 m,
[~ (k, +k,) Kk, 0 0 ]
Kk, —(k, +ks;) k, 0
0 K, —(k, +k,) 0
Stivhedsmatrix K = 0 0 K, 0
0 0 —(k,, +k,) K,
0 0 K, = (ky +Kyp) |

Systemet af 2. ordens differentialligninger fas ved:
MX" = KX = X" = M KX = X" = AX



Hvis matricen A har reelle negative egenveerdier A, = —o; ,A, = —5,..., A, = —o> med tilhg-
rende egenvektorer Vi, V,,..., V., sa fas en generel lgsning til ligningssystemet ved:

X(t)= Zn: (a, cosw;t + b, sinw,t)V,

hvor a; og b; er konstanter.

| det specielle tilfelde hvor en ikke multiplicibel egenvardi antager veerdien Ao = 0 med tilhg-
rende egenvektor v, , bliver lgsningen:

Xo (t) = (ao + bot)\70

FOURIERRAEKKER

Periodiske funktioner
En funktion f (t) er periodisk med perioden p hvis:
f(t+p)=f(t) hvorp>0
p angiver den mindste periode.

Definition
Lad f(t) veere en stykvis kontinuert funktion med perioden 2L, sa er Fourierraekken FS f(t) af
f(t) givet ved:

f(t)=FS f(t) :%+i(an -C0S
n=1

n-m-t . n-n‘tj
+Db, -sin

hvor Fourierkoefficienterne a, og by er givet ved:

a, _1 J’ f(t)cosﬂtdt forn=0123,--
L L
1% . mnt

b, :IJ;f(t)sdet forn=123,---

ao fremkommer ved at setten =01 a,.

Lige og ulige funktioner f(t)

A
Lige funktioner har egenskaben: |
f(-t)=f(t) for-L<t<L ! ¢
L L
|

dvs. de er symmetriske om y-aksen i
intervallet t € [-L;L].

Ulige funktioner har egenskaben: f(t)‘
f(-t)=—"1(t) for-L<t<L ‘
. o L
dvs. de er symmetriske om origo i — ¢
intervallet t € [-L;L]. 3 / L

Fourierrakker af lige og ulige funktioner
Lad f(t) veere defineret pa intervallet 0 <

f(t) , O<t<L
Lige udvidelse: ~ f (t) :{f(( )t) |_< t< :
- y <I<

Ulige udvidelse: f(t):{ F(Lt),—L<t<0
—f(-t),-L<t<




Fourierreekken FS f(t) af en lige funktion f(t) er:

FS f(t) = % +>a, cosn—:t Cosinusfourierraekke af f(t)
n=1

Fourierreekken FS f(t) af en ulige funktion f(t) er:

FSf(t)=>a, sinn—:t Sinusfourierraekke af f(t)
n=1

Losning af differentialligninger vha. Fourierraekker
Der er givet differentialligningen med endebetingelserne:
ax’"(t) + bx'(t) + cx(t) = f(t) forO<t<L
med randbetingelserne x(0) = x(L) =0

1. Udvid farst f(t) til intervallet-L <t <0
Udvidelsen er enten lige eller ulige.

Forudsat, at f(t) er stykvis glat, har denne Fourierraekken:
f(t);FSf(t):a—zo+Z(an-cosn'n't n-n-tj
n=1

+b, -sin

2. Antag, at differentialligningen har lgsningen x(t) med Fourierraekken:
n-m-t n- n-tj

0

X(t) = FS x(t) = % + Z(am -C0S
n=1

NB Husk at a, 0g b, ikke er de samme som i 1.

+b, -sin

3. Substituer FS f(t) og FS x(t) ind i differentialligningen og bestem koefficienterne a, b og c.

4. Undersgg om endebetingelserne stemmer.

Safremt endebetingelserne stemmer haves en formel Fourierreekkelgsning.

Varmeledningsligningen
Varmeledningsligningen gelder for temperaturen u(x,t) i en lang tynd stang, som funktion af
tiden t og stedet x.
ou |, d%u
ki E
ot ox?
1. Betragt begyndelsesbetingelserne, dvs. hvor t = 0. Herved fas u(x,0) = f(x)
2. Betragt randbetingelserne, ved x = 0 og x = L. L er leengden pa stangen. Herved ses hvil-
ken af nedenstaende tilfeelde der er tale om.

e Givet greensevardiproblemet, hvor de to ender er holdt ved en konstant temperatur (her 0):

u(x,0) = f(x)
u(0,t) =u(L,t)=0

31



Lasningen til differentialligningen er:

_n2-7r2-k-t

u(xt)=>b,-e v gin X
n=1 l—
hvor by, er givet ved:
L
b, :%If(x)sin VT X4x .n=12,3..
0

Givet graenseverdiproblemet, hvor de to ender er isolerede (intet varmeflow igennem en-
derne):

u,(0,t) =u,(L,t)=0
u,(0,t) =u,(L,t)=0

Lasningen til problemet er:

n?.m? k-t
a - - n-m-X
u(x,t)=-"+>a e Y -cos
2 = L
hvor a, er givet ved:
n-z-x

L
an:%J'f(x)-cos dx ,n=0,12, 3...
0



TRIGONOMETRISKE FUNKTIONER

Sinus og cosinus

ikt —ikt
e +e
coskt =———

ikt ikt
sinkt = _e
2

hvor k er en konstant eRog i =+-1

Hyperbolsk sinus og cosinus

kt —kt
e” +e
coshkt = ———

kt —kt
e

sinhkt =& —¢
2
hvor k er en konstant eR

Additionsformlerne
cos(s —t) = cos(s) cos(t) +sin(s) sin(t)
cos(s +1t) = cos(s) cos(t) —sin(s) sin(t)
sin(s +1) = sin(s) cos(t) + cos(s) sin(t)

sin(s—t)=sin(s) cos(t) —cos(s) sin(t)

Trigonometriske funktioner

sin?x+cos?x=1

- 2 _ 1
sin” x = 1(1- cos 2x)

2y 1

cos® x =1 (1+cos2x)
C0S2X = €0s® X —sin? x
Sin 2X = 2sin X oS X
cos3x = 4¢os® X —3cos X
sin3x = 3sin x — 4sin® x

cosx+cosy=2-cos(xzy)-cos{X;y]

cosx—cosy:—z-sin(xgyj-sin(xgy)
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Specielle funktionsvaerdier

Grader Q° 30° 450 60° 90°
Radiantal |0 T T T T
6 4 3 2
Sin 0 1 J2 J3 1
2 2 2
Cos 1 J3 J2 1 0
2 2 2
Tan 0 J3 1 J3 -
3




