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FORORD

Denne matematiske formelsamling er udarbejdet til 1. ars ingenigrstuderende pa industri-
ingenigrlinien pa Aalborg Universitet, og den deekker omraderne:

- Differentialregning

- Integralregning

- Lineer algebra

- Komplekse tal

- Differentialligninger

- Samt de vigtigste og mest brugte diverse formler fra gymnasiet og htx

Formelsamlingen er udarbejdet i 1997-98 af studerende i frustration over, at der ikke fandtes
nogen brugbar formelsamling til matematikundervisningen pa Aalborg Universitet. Siden er
formelsamlingen lgbende med hjelp fra studerende og undervisere tilpasset og forbedret. For-
melsamlingen indeholder pa en overskuelig og letforstaelig made alt, hvad man behgver til op-
gaveregning og eksamen.

Jannick Schmidt

Institut for Samfundsudvikling og Planleegning
Aalborg Universitet
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Potens- og eksponentialregning

Potensregler

a"-a*=a
a’
PO
(arszars
(a-b) =a"-b'
a) _a'
b b"
a’=1

1
Y
G

1
va=a
/a’ ai

Eksponential- og logaritmefunktioner

Skrivemade

Eksponentielt voksende eller aftagende funktioner f med fremskrivningsfaktor a eller vaekstrate
r, skrives pa formen:

f(x)=b-a"
f(x)=b-(L+r)

Fremskrivningsfaktor a

Haves der to punkter (x1, y1) 0g (X2, y2) pa en ret linie i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem, sa
er funktionen eksponentiel, og fremskrivningsfaktoren er:

a= XZ_X\l/Z
Y1

Naturlig logaritmefunktion In
y=e*<x=Iny
Ine=1
In(a-b)=Ina+Inb

In(ij =Ina-Inb
b

In(ar)zr-lna

Titalslogaritmefunktion log
y=10" < x=logy
logl0=1
log(a-b)=loga+logh




Iog(gj =loga—-logb

Iog(ar): r-loga

Potensfunktioner

Skrivemade

Potensfunktioner med eksponent a skrives pa formen:
f(x)=b-x

Der geelder at:
y=x* < x=3y

Eksponenten a

Haves der to punkter (X1, Y1) 0g (X2, Y2) pa en en ret linie i et dobbeltlogaritmisk
koordinatsystem, sa er funktionen en potensfunktion, og eksponenten er:
a_logy, —logy,

log x, —log x,




Koordinatsystemer

Polaerkoordinater

Polar koordinater skrives pa formen (r, 9), hvor r er modulus og 6 er argumentet.

Omregning fra polere til rektanguleere koordinater

X=rcos6
y=rsino

Omregning fra rektangulere til poleere koordinater
r’=x’+y?

Areal af kurveafgrenset omrade i poler koordinater
r=1(0)
Arealet fra O =a til 6= er:

A= [+(t(0)do

Rumfang af kurveafgraenset omrade i poleer koordinater
o= e < B Og rindre (e) srs rydre (6)

z=f(rcos®,rsing)
B rydre(e)
V=] [ (z-r)drdo= ] f(x y)dA
0) R

a rindre(

Hvis f(rcos®,rsin 6) =1 sa giver dobbeltintegralet arealet af R:
ﬁ rydre(

A= | jz)r)drde =[[1dA
) R

& Tinre (e

Cylinderkoordinater

Cylinderkoordinater skrives pa formen (r, 6, z)

Omregning fra cylindriske til rektanguleere koordinater

X=rcos0
y=rsino
1=12

Omregning fra rektangulare til cylindriske koordinater
r’=x’+y?



tanezl
X

Rumintegrale af et omrade T i cylindriske koordinater
Hvis T kan skrives i cylinderkoordinater som:
T={r,0,2)a<0<p,r(0)<r<r,(0),2(r,0)<z<2,(r,0)
sa er:
1 (0)z,(r.0)

j” f(X, y,Z)=T _|' j f(rcose,rsin e,z)~ r dz dr do

"1(9) 21(":9)

Sfeeriske koordinater

Sfeeriske koordinater skrives pa formen (p, ¢,0)

Sammenhang mellem rektanguleere- og sfaeriske koordinater
p=+/X*+y*+12°
X =psin¢$coso
y=psin$sin6
Z=pCoSo

Integration i sferiske koordinater

m f(x,y,z)= ”I f (psin ¢ cos®, psin hpsin B, pcosd)-p? -sin ¢ dp dp dO
i b4 ’

)
f (psin ¢cos 6, psin sind,pcosd)-p? - sing dp do do
0 ¢ Pl(¢ 6)



Trigonometri

Vilkarlig trekant

Cosinusrelation
Gelder for vilkarlig trekant med siderne a, b og ¢ og tilhgrende vinkler A, B og C.
c’=a’+b*-2abcosC

Sinusrelation
Gelder for vilkarlig trekant med siderne a, b og c og tilhgrende vinkler A, B og C.
a b ¢
sinA sinB  sinC

Trigonometriske sammenhange

Additionsformlerne
cos(s —t) = cos(s) cos(t) +sin(s) sin(t)
cos(s +1) = cos(s) cos(t) —sin(s) sin(t)
sin(s +t) = sin(s) cos(t) + cos(s) sin(t)
sin(s —t) = sin(s) cos(t) — cos(s) sin(t)

Trigonometriske funktioner
cos(x+2m)=cosx
sin(x+2m)=sinx
cos(— x) = cos x

in(-x)=—sinx

0s(r— X) = —Cos X

sin(n—x)=sinx

cos( j_sinx
sm[ j COS X

sin® x+cos® x =1
sin” x = 1(1-cos 2x)

o 9,

N|F1

NI.:\

cos® x = 1 (1+ cos 2x)
C0S2X = €0s? X —sin? X
Sin 2X = 2sin X cos X
c0s3x = 4cos® x —3cos X
sin3x = 3sin x —4sin* x




Specielle funktionsvardier

grader Q° 30° 45° 60° 90°
radiantal 0 n n ud i
6 4 3 2
sin 0 1 A V3 1
2 2 2
coS 1 V3 V2 1 0
2 2 2
tan 0 ﬁ 1 J3 -
3

radiantal = - gradtal
180

gradtal = 180, radiantal
T




Differentialregning

Regneregler

Differentiering af funktioner med en variabel
(f+g)(x)=f'(x+g'(x)
(f-g)(x)=f'00-900+9"(0)- f(x)

(k- £y(x)=k- ()

[i}(x): £'09:909-9'(9- (%)
g

(

(g(x))’
fog)(x)=f'(g(x) g'(x)

Differentiering af sammensatte funktioner med flere variable (Kaedereglen)
f (X, X,,..., X, ) er en funktion af n variable.
g,(t),g,(t),..,g,(t) ern funktioner af 1 variabel.
f(g,(t), g, (t)..... g, (t)) differentieres pa felgende méde:

df . .
e fa(0.(0),8,(1),. 8, ) 6 O +..+ f,,(0,), 5, 1).... 9, 1) 9,'(V)
Afledte funktioner
Funktion fx) | Afjedt funktion di £(x) | | UKo T | et funktion di £(x)
X X
In x 1 COS X —sinx
X
X e sin x COS X
kx kx
€ ke tanx —=1+tan®x
cos? x
a* a*-Ina sin™! x 1
1-x2
x? a-x** cos™ x 1
1—x?
1 1 tan ™ x 1
X x> 1+ x?
Jx 1
24X

Kritiske punkter og saddelpunkt

Der er kritisk punkt i (X, y) nar enten a = a = Oeller nar ikke begge a 0g a eksisterer.
ox oy OX 0

A= fxx(a’ b)
B=f,(ab)="f,(ab)




C=f,(ab)
A= AC-B?
Hvis A >00g A>0 s& har f lokalt min i (a,b)

Hvis A >00g A <0 sé har f lokalt max i (a,b)
Hvis A <0 s har f saddelpunkt i (a,b)

Gradient

Gradient Vf(a,b,c) af f(x,y,z) i P(a,b,c):
Gradienten peger i den retning, hvor funktionen vokser hurtigst.
vf(a,b,c)=(f,(ab,c) f,(ab,c) f,(ab,c)

Anvendelse af gradient

Lineaer approksimation
Retningsafledede
Tangentplan til flade, og tangent til kurve

Den retningsafledede
Den retningsafledede D, f (P) af fi P angiver med hvilken rate f &ndres i retningen u, hvor

vektoren U har lengden 1.
D, f(P)=Vf(P)-Uu

Lineaer approksimation

Approksimation for tilvaekst af funktion f med en variabel x
Tilveekst i f kaldes Af = f(x+Ax)— f(x)
f(x+Ax)— f(x)~df = f (x)Ax

Approksimation for tilvaekst af funktion f med to variable x og y
Tilvaekst i f kaldes Af = f(x+Ax, y+Ay)- f(x,y)
f(x+Ax y+Ay)-f(x, y)=df =f,(x, y)ax+ f, (x, y)Ay

eller
f(x+Ax, y+Ay)— f(x, y)=df =VFf(x,y)-(Ax,Ay)

Tangentplan

Tangentplan ved brug af kaedereglen
En flade i rummet er givet ved f(x,y)=z
Tangentplanen o til fladen i punktet (a, b, f(a, b)) er givet ved:
a: f,(ab)(x-a)+ f,(ab)(y-b)—(z-f(a,b))=0
Normalvektoren fi til fladen i punktet (a,b, f(a, b)) er givet ved:

11




i=(f(ab),f,(ab)-1)

Tangentplan ved brug af gradient
En flade i rummet er givet ved f(x,y,z)=0

Tangentplanen o til fladen i punktet (a, b,c) er givet ved:

a: Vi(ahb,c)-(x-a)(y-b)(z-c))=0

12



Integralregning

Regneregler

Integreringsformler
j f (x)dx = F(x) +k
[ £00g()dx = F()g(x) - [ F(x)g' (x)dx
j f(g(x))-g'(x)dx =j f (t)dt, hvort = g(x)

Trigonometrisk integration
u er en variabel og a er en konstant.

Hvis integralet Sa substituer Og brug at
indeholder med
a?—u? u=asin® | 1-sin®?0=cos’0
a’+u’ u=atan® | 1+tan”*0@=sec’O
u?—a’ u=asec6 | sec’0-1=tan’0

Stamfunktioner

Funktion f(x) Stamfunktion j f(x)dx | |Funktion f(x) Stamfunktion J' f(x)d
In x xInx—x COS X sin X
e* eX sin x —COS X
e 1. tan x —In[cos x|
k
X X 1 tan x
2 a ——=1+tan”x
Ina COS“ X
x* 1 aa cos’® x 1(x+sinx-cosx)
a+l =1 x+Lsin2x
1 In|x] sin® x 1(x—sinx-cosx)
X =1x-1sin2x
3
Jx 2.
3

Massemidtpunkt

Masse af plade R og legeme T
Massen af et planomréde R med tykkelse 1 og densitet p(x, y) i et givet punkt (x,y) er:
m=[[p(x, y)dA
R




Massen af et legeme T med densitet p(x, y, z) i et givet punkt (x,y, z) er:
m= mp(x y,2)dV
T
Massemidtpunkt

Massemidtpunktet i et planomrade R med massen m og densitet p(x, y) i et givet punkt (x, y)
er:

iziﬂ'x-p(x, y)dA

y=—[fy-plx yjon

Massemidtpunktet i et legeme T med massen m og densitet p(x, y, z) i et givet punkt (x, y,z) er:
-1

= : v Yo dV
X mL”x p(x,y,2)

y=—[[fyplxy.2)av

14



Linear algebra

Vektorer

Vektorprodukt
a= (al’az’as)og b = (bl’bz’bs)
5 6— :[ ’ a, bl
a2 b2

a, b,
a; b,

a; b,
a b

|

Matricer

ay A,
En matrix skrives pa formen A= ' :

ml mn

Den transponerede matrix

A" er den transponerede matrix af A.
A" fremkommer ved at spejle matricen A i diagonalen mellem a,, og a_

Identitetsmatricen
Identitetsmatricen | er matricen med 1-taller pa alle a; og nuller pd resten af a;

1 00

3x3identitetsmatrix 1 =|0 1 0
0 01

Identitetsmatricen er altid en nxn matrix.

Matrixaddition
A og B er mxn matricer
A+ B:laij +bijJ

Matrix scalar multiplikation
r-A= |.r'aijJ

Matrixprodukt
Aeren mxn matrix



B eren nxs matrix
AB er en mx s matrix

Matrixproduktet fas ved at tage skalarproduktet af reekke i i A og sgjle j i B, og placere dette pa

plads ij i AB.

Regneregler for matrixprodukt
AB = BA (Dette geelder generelt, men ikke i alle tilfelde)

(AB)C = A(BC)

(rA)B = A(rB)=r(AB)
A=A

A(B+C)=AB+AC

(A+ B)C AC +BC
(A7) =

(A+B) = AT +B'
(AB)' =BT AT

Inversmatrix

A eren nxn matrix

Hvis falgende udtryk er geeldende sa er A invertibel:
AC =CA=1 C er A’sinverse A™
det(A)=0

rang(A)=

A™ findes ved elementere reekkeoperationer sa [AII ]~ [I |A‘1]
AAT = ATA=

(AB)* =B'A™
Determinant
ay Ay
Determinanter skrives pa formen det(A)=
a‘nl e ann

Aeren nxn matrix
Hvis det(A)=0 sder A invertibel
Hvis to raekker i en matrix A er ens, sa er det(A)=0

Udregning af determinanter

a, a

det|: " b :| allaZZ alZa'Zl
a21 a22

det(A)=a,,a',+a,,a',+..+a,a', re{l,2,...,

det(A)=a,a', +a,.a, +..+a,a', sefl2,..,

hvor cofaktoren a', = (~1)"*/ det(A, )

n} udvikling efter reekke r
n}udvikling efter sgjle s

16




A; er matricen, der er fremkommet ved at fjerne reekke i og sgjle j i A.

Hvis der over eller under diagonalen mellema,, og a,, kun star nuller er:
det(A)=a,, -a,,---a

nn

Regneregler for determinanter
det(AB) = det(A)-det(B)
det(AT )= det(A)
c- det(A) svarer til at gange alle led i én raekke eller sgjle med ¢

Raekke- og sgjleoperationer pa determinanter
Raekkeoperationer R pa raekke i og j har falgende konsekvenser:

Raekkeoperation | Konsekvens

R, <R, —det(A)

R, >c-R c-det(A)

R >R +C-R; |det(A)

Tilsvarende gealder det samme for sgjleoperationer S pa sgjle i og j.

Ligningssystemer

AX =b er et inhomogent ligningssystem

AX =0 er et homogent ligningssystem

Et ligningssystem AX =b er:

- Konsistent, hvis det har en eller flere lgsninger.

- Inkonsistent, hvis det ingen lgsninger har, dvs. det indeholder en raekke som nedenfor:

0 0 Ofc=0

Et ligningssystem AX =b skrives pa formen:

A b

Fuldstzendig lgsning til et inhomogent ligningssystem

Alle lgsninger til AX=b er givetved X = p+ h, hvor p er en partikuleer lgsning og h eren

lgsning til det homogene ligningssystem AX =0

17




Lasning af ligningssystemer med Gauss-Jordan metoden

A% =b
Ligningssystemet reduceres med raekkeoperationer, indtil der er pivot eller nul-reekke i alle
matricens reekker. Hernast findes x, med bagleens substitution.

Raekkeoperationer:
R &R,

R, >c R,

Ri >R, +c R,

Lasning af ligningssystemer med determinantmetoden
A% =b
Aeren nxn matrix og X =[x, X,,.... X, ]
- det(B, )
' det(A)
hvor B, er den matrix der fas ved at erstatte sgjle i i A med b

Matrixligning
Matrixligningen AX =B, hvor X er den ukendte matrix, lgses ved:
X =A"B
Matrixligningen XA =B, hvor X er den ukendte matrix, lgses ved:
X =BA™
Rum
Sgjlerum
Sgjlerummet til en mxn matrix A er:
sp(S,,S,,0,S, ) hvor s,,$,,...,S, ersgjlerne i A
Raekkerum
Reekkerummet til en mxn matrix A er:
sp(r,, 1y, 1) hvor r,,r,,...,1,, er rekkerne i A
Nulrummet
Nulrummet N af en matrix er defineret ved:
N = {x|A% = 0}
Underrum

Hvis en delmangde W af R" er lukket under bade addition og multiplikation, sa er W

et underrum af R"
W lukket under addition

VveW = Uu+veW
W lukket under skalarmultiplikation €

u,
VveW,reR=rveW
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Hvis W,,W,,..., W, € R" s er W =sp(W,, W, ..., W, ) et underrum af R"

Dimension af et underrum
dim(W ) = antal uafhangige vektorer i W

Rang
Raekkerang = Dimensionen af reekkerummet
Sgjlerang = Dimensionen af sgjlerummet
Der geelder at Rang = Sgjlerang = Raekkerang
Rang = Antal pivot'er i den reducerede matrix

Rangligningen:
rang(A)+ nullity(A) = n
hvor A er en mxn matrix og nullity(A) er antallet af frie variable i lgsningen til AX =0

Basis for et rum
W,,W,,...,W, € R" og W er et underrum af R". Der galder s at {W,, W, ..., W, } er en basis for W,

hvis enhver vektor i W entydigt kan skrives:
sp(W,, W, ,..., W, ) dvs. ,W,,r,W,,...,r, W, , hvilket betyder at Wi,,W, ..., W, er lineeert uafhangige.

En basis for et underrum W findes ved:

1. Opstil en matrix A af sgjlevektorerne w;
2. A reduceres til reduceret reekkeform H
3. Alle w;, svarende til hvor der er pivot i sgjle j i H, udger en basis for W

Husk det er ikke sgjlevektorerne fra H men fra A

Baser for rum tilknyttet en matrix

A er en matrix med reduceret reekkeform H
Basis for reekkerummet udgeres af de raeekker =0 i H
Basis for sgjlerummet udgeres af de sgjler fra A, hvor der tilsvarende er pivot i H

Basis for nulrummet udggres af vektorerne fremkommet ved lgsning af AX =0

Udvidelse af en basis for et rum
Et rum har basisvektorerne b;,b, ,..,b. og skal udvides til R". Der opstilles matricen:

b, b, - b, & & - €& | hvor&,g,,.&, erenhedsvektorernei R"
| . |

Matricen reduceres til reduceret reekkeform, og de tilsvarende sgjler, hvori der er pivot, i den
oprindelige matrix udger en basis for R",
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Lineer transformation

En funktion T : R" — R™ er en linear transformation hvis:
T(@+V)=T(0)+T(V) Bevaring af addition
T(rd)=rT(d) Bevaring af skalarmultiplikation
foralle GogVv i R" ogalle reR

Hvis en afbildning kan skrives pa formen:
T(Y() = AX er den lukket under addition og skalarmultiplikation og er derfor en lineaer
transformation.

Standard matrix reprasentation for lineger transformation

T :R" — R" eren linear transformation og A er en mxn matrix
T(X)= AX, hvor standard matrix repraesentationen A er:

| |
A=TE) T(E) - T(,)

Sammensat funktion
T, : R™ — R"med standard matrix repraesentation A
T, :R" — R™ med standard matrix reprasentation B

(T, o T, (%) =T,(T, (X)) = (AB)x

Invers funktion
T har en invers hvis og kun hvis A har en invers:
TH(X)=A"%

Standard matrix reprasentation ud fra kendte funktionsveerdier af basisvektorer

T:R™ — R" Felgende funktionsvaerdier er kendte:
T(o,)=v,

T(6, )=,
hvor b,,b,,..,b, er vektoreri R" og V,,V,,..,V, er vektoreri R"

ol

Enhedsvektorerne i R" findes som linearkombination af b, , b, ..,b, og der benyttes at lineare
transformationer er lukkede under skalarmultiplikation og addition.

T(él):T(rlB1 +rb, +...+r1b, ): rlT(51)+ rzT(52)+ ot rkT(Bk)

T(e,)= T(slﬁ1 +5,0, +...+5.b, )z slT(51)+ SZT(52)+ ot skT(Bk)

;I'(ék):T(tllSl +,0, + ...+tk5k): tlT(51)+t2T(52)+ ...+tkT(5k)




Skalarerne r,s,...,t findes ved:

| | oS ty
b, b, -« b [1]|~[1|: :
| | A
Vektorrum
Definition
Et vektorrum er en mangde V med:
Addition: For U,veV findes G+V eV
Skalarmultiplikation: For r e RogVv €V findes rv eV
som opfylder:
Al (0+V)+W=0+(V+W)
A2 U+V=vV+u
A3 Der findes en vektor 0 eV som opfylder 0+V =V
Ad For hver V eV findes —vV €V som opfylder V +(-V)=0
S1 r(V+W)=rv+rmw
S2 (r+sl =rv+sw
S3 r(sv)=(rsv
S4 1.Vv=vV

Foralle G,v,weV ogr,seR
Desuden skal der gelde:

= O
ol <
ol O

I
-
~
<
I
|
<

Lineaer uafhangighed

X er en maengde af vektorer i V.
X er lineaert uafhaengig hvis

X, + 0%, X, =0=>n=r,=.=r,=0

1°n"n

for X,,X,,...X, e X og r,r,,..,r, R

n

Span
X er en maengde af vektorer i V
sp(X )= meangden af vektorer i V der kan skrives som r,%, +r,X,,...,r. X, , hvor

{%,,%,,..., X, } er en endelig delmangde af X og 1,,T,,...,f, €R

sp(X) er et underrum af V, der kaldes underrummet udspandt af X.



Underrum
Et underrum W af V er en delmangde W <V der opfylder:

W =0
VweW =vV+weW lukket under addition
VeW=rveW forreR lukket under skalarmultiplikation

Et underrum af et vektorrum er selv et vektorrum.

Basis for et vektorrum

En mangde B kaldes basis for V hvis
sp(B):V og B er lineert uafhaengig

Antal vektorer er det samme for alle baser for V, og dette antal kaldes dimensionen.
Hvis V = {6} er den tomme mangde basis for V og V har dimension 0.

Ordnet basis

En ordnet basis B = (bl,b2 bn) for et vektorrum V bestar af dim(V) uafhangige vektorer i en
bestemt raekkefalge.

Matricen M, =|b, - b, | kaldes basismatricen.

Koordinatvektor
Til enhver vektor v i vektorrummet V med basismatrix M er der knyttet en entydig
rl
koordinatvektor v, =| : | sdledes at
r

n

V=MgyVy =nb +rb, +..+r1b,

Koordinatvektoren vy til en vektor v i vektorrummet V med ordnet basis B findes ved:
[Mg V]~ 19, ], hvor I er identitetsmatricen.

Basisskift

Der haves et vektorrum med to ordnede baser B og B’ og tilhgrende basismatricer M; og M..
Hvis v, er koordinatvektoren til en vektor v.mht. M, findes koordinatvektoren v, for v. mht.

M. ved
Vg = Cg Vg hvor Cg .. kaldes koordinatskiftematricen fra B til B’.

Cg g findes ved:
Cge =My "My eller
[M B'|M B]~ [I ‘CB,B':I
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Lineaere transformationer

V og W er vektorrum.

En funktion T :V — W kaldes en lineger transformation hvis:
T(@+V)=T(0)+T(V)

T(rd)=rT(0)

Foralle G,veVogreR

Alle lineeere transformationer kan skrives pa formen T(X)= AX

Billedmangden/Billedrummet (range) af T er:
T(V)={T(V)V eV som er et underrum af W.

T(V)={T(V)V eV} = Sgjlerummet af A

Kernen af T er:

ker(T)=T" [6] = {\7 eV‘T (V)= 6} som er et underrum af V.

ker(T)=T" [6]: {\7 eV‘T(V) = 6} = Nulrummet af A

ker(T) er lgsningsmangden til den homogene linezre ligning T(X)zf)

Hvis den inhomogene ligning T(X): b har en partikular lgsning p, s& er den fuldsteendige

lgsning
ker(T )+ p
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Komplekse tal

Mangden af komplekse tal skrives C
a+bieC hvor a,beR og i’ =-1

Elementeare regneregler

Skrivemade
a er et komplekst tal a € C og skrives:
a=(a+pi)
i=-1
o er realdelen af a Re(a) = a
B er imaginardelen af a Im(a)=f

a kan skrives pa poler form:
a=r,

r: Numerisk veerdi eller Modulus
0 : Argument/hovedargument

Sammenhang mellem polar og rektanguleaer form er:

r=laj=a? +p’
B

tan 0 =—
(04

o=rcoso
B=rsin6

Regneregler
a,b,ceC
a+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c
a-b+c)=a-b+a-c
a+b=ceob=c-a

a-bzcabzgfor a=0

a
[ab| =2l |o
al _a|
bl bl

Addition og subtraktion
a=a, +B,1 0g b=a, +P,i
a+b:(aa +a‘b)+(Ba +Bb)i
a—b:(aa _ab)+(Ba _Bb)i
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Multiplikation og division

a-bZ(OLaOLb _BaBb)+(aaBb +Bba‘a)i
Fo Sy = MSor

S, \S /o

Konjugering
a=o+ip eretkompleks tal
a =a, —lia, er det konjugerede komplekse tal

Polynomier

Andengradsligninger
Lasningerne til z> =a er givet ved:

- {ﬁ i .sign(s)@J

| Lhvisp >0
hvor sign(p) = {—1hvis B<0

Tilsvarende er lgsningen pa poleer form, hvor z° =a=r,

z2=4r?, z=ro

Lgsningerne til az® + bz +c =0 er givet ved:
_—bxw

~ 2a
hvor w?> =D =h? —4ac

Binome ligninger
. L N . N
Binome ligninger er ligninger pa formen z" =a=r,

n
z= l\/FJ% p-%“

z :Q/F{cos(§+ p-E]+i-sin(9+ pﬁﬂ
n n n n

hvor p=012,...,n-1

Polynomier af hgjere grad
a,€Cognr,eR
P(z)=a,z"+a,,z2"" +..+a,z+a, =0
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P(z)=a,(z-r ) z-1,) ...-(z=r1,) hvor {r,T,,...,

Hvis z er rod i polynomiet, sa er Z ogsa rod

r.} er rgdder.

Eksponentialfunktioner

X,yeR og z,weC
e =e*(cosy +isiny)
eZ+W =eZeW
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Differentialligninger

Typer af differentialligninger

Homogene differentialligninger
Differentialligninger siges at vaere homogene, nar funktionen af x og dens afledede L(x)er 0,
dvs. L(x)=0

Inhomogene differentialligninger
Differentialligninger siges at vaere inhomogene, nar funktionen af x og dens afledede L(x) er en
funktion q(t), dvs.

L(x)=q(t)

Lineaere differentialligninger

_ d"x d"?*x dx

L: V > W betegner afbildningen L(f )= +a +..4+a, —+a,X
g g ( ) at" 1 gt Ut 0

En afbildning siges sa at veere linezr hvis

L(Clxl + szz): ¢, L(x,) +¢,L(x;)

foralle x, eV, x, eV og alle konstanter

Linezre differentialligninger af n’te orden med konstante koefficienter
En differentiallignings orden n er afgjort af hgjest afledede af x. At koefficienterne er konstante
betyderat a, ,,a, ,,...,&, er konstanter.
d"x g d"*x
dt” "t

+...+al%+aox:q(t)

Lasninger til differentialligninger generelt

Eksistens og entydighed
For ethvert talst (t,, X,,V,,V,,...,V, , ) findes der netop een lgsning x = o(t) til

d"x d"*x
gt ot g

differentialligningen +..+a % +a,x =(q(t) for hvilken

o(t,)=x, og o"(t,)=v, hvor k=12,...,n-1

Fuldsteendig lgsning til en differentialligning
For enhver linezr differentialligning L(x)z g gelder, at hvis
X,, X,,..., X, €F lgsninger til den homogene ligning, sa er
X =C,X, +C,X, +...+ C X, 0gsd lgsning til L(x)=0
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Fuldsteendig lgsning til en inhomogen differentialligning

Samtlige lgsninger til den inhomogene ligning L(x)z q fas ved at addere samtlige lgsninger til
den homogene ligning med en partikuler lgsning til den inhomogene ligning.

Superpositionsprincippet
Hvis x = x, er lgsninger til L(x)=gq, for i=1...,k, daer x="rx, + X, +...+r,x, lgsning til
ligningen:
L(X): 101 + L4, +...+ 1 qy
hvor r; er en konstant.

Retningslinier til geet af partikuler Igsning til en inhomogen ligning

d"x d"*x
dt" B dt"*

+...+al%+a0x:q(t)

e Huvis q(t): ae™ sé& gaet pa den partikulaere lgsning
x(t)= Ae®™, hvor A er en ukendt konstant som findes ved indsattelse i differentialligningen.

e Huvis q(t)=acos(bt) eller q(t)=asin(bt) s gzt pa den partikulaere lgsning
x(t)= Acos(bt)+ Bsin(bt), hvor A og B er ukendte konstanter som findes ved indszttelse i
differentialligningen.

e Huvis q(t)=ae® cos(bt) eller q(t)=ae“ sin(bt) s& get pa den partikuleere lgsning
x(t)= Ae® cos(bt)+ Be® sin(bt), hvor A og B er ukendte konstanter som findes ved indsttelse i
differentialligningen.

e Huvis q(t)zet polynomium af n’te grad sa geet pa den partikuleare lgsning
x(t)=a,t" +a, t"" +..+at+a,, hvor a,,a, ,,...,a,,a, er ukendte konstanter som findes ved
indsattelse i differentialligningen.

Lasninger til 1. ordens differentialligninger

Homogen 1. ordens differentialligning
dx
—+p(t)x=0
” p(t)

Den fuldsteendige lgsning er givet ved:
x(t) = ce 70

Inhomogen 1. ordens differentialligning

dx
P p(t)x=q(t)

Den fuldstendige lasning er givet ved:
x(t)= g Jr U ! p(t)dtQ(t)dt + cj
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Lasninger til homogene 2. ordens differentialligninger

d°x +a X +a,x=0
dt2  dt o C
Dette omfatter lgsning af homogene 2. ordens differentialligninger med konstante koefficienter.

Karakterligning
Karakterligningen til differentialligningen:
d_zx +a il +a,x=0
de? - tdt
er givet ved:
R*+aR+a,=0

Lasning til ligning med 2 reelle rgdder i karakterligningen
r, ogr, er de reelle radder til karakterligningen. Den fuldsteendige lgsning er sa:

x(t)=c,e™ +c,e™

Lasning til ligning med 2 komplekse rgdder i karakterligningen
a=o=pi er de reelle rgdder til karakterligningen. Den fuldstendige lgsning er sa:
x(t)=c,e™ cos(Bt)+c,e™ sin(Bt)

Lasning til ligning med reel dobbeltrod i karakterligningen
r er den reelle dobbeltrod til karakterligningen. Den fuldsteendige lgsning er sa:
x(t)=c.e" +c,te"

Lasninger til homogene n’te ordens differentialligninger

d"x ia d"*x
dt” " dt"
Den fuldstaendige lgsning til en homogen differentialligning af n’te orden bestar af n funktioner,

dvs.

x(t)=c,f, +c,f, +...+¢, T,

dx
+...+ala+a0X:O

Karakterligning
Karakterligningen til differentialligningen:
d"x . d"*x
dt” "t
er givet ved:
R"+a, ,R"™+..+a,R+a, =0

dx
+...+ala+aox:0
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Lasning til ligning hvis r eR er rod m gange i karakterligningen
Der fés m funktioner:
ce",c,te", ct’e"...,c t"e"

Lasning til homogen ligning hvis a+fi €C er rod m gange i karakterligningen
Der fas 2m funktioner:

c,e™ cos(Bt), c,e” sin(Bt),
c,te™ cos(Bt), c,te™ cos(Bt),

c,,t"*e“ cos(Bt), ¢, t™ e sin(pt)
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