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FORORD 
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- Differentialregning 
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formelsamlingen løbende med hjælp fra studerende og undervisere tilpasset og forbedret. For-
melsamlingen indeholder på en overskuelig og letforståelig måde alt, hvad man behøver til op-
gaveregning og eksamen. 
 
 
 
 
Jannick Schmidt 
Institut for Samfundsudvikling og Planlægning 
Aalborg Universitet 
2001 



 1

3. Udgave 2001 © Alle rettigheder forbeholdes Jannick Schmidt og René Aagaard Pedersen 
 

Formelsamling til matematik på Basisuddannelsen 
 
 

POTENS- OG EKSPONENTIALREGNING.................................................................................................4 
POTENSREGLER................................................................................................................................................................4 
EKSPONENTIAL- OG LOGARITMEFUNKTIONER..................................................................................................................4 

Skrivemåde..................................................................................................................................................................4 
Fremskrivningsfaktor a ...............................................................................................................................................4 
Naturlig logaritmefunktion ln .....................................................................................................................................4 
Titalslogaritmefunktion log.........................................................................................................................................4 

POTENSFUNKTIONER........................................................................................................................................................5 
Skrivemåde..................................................................................................................................................................5 
Eksponenten a .............................................................................................................................................................5 

KOORDINATSYSTEMER........................................................................................................................6 
POLÆRKOORDINATER ......................................................................................................................................................6 

Omregning fra polære til rektangulære koordinater...................................................................................................6 
Omregning fra rektangulære til polære koordinater...................................................................................................6 
Areal af kurveafgrænset område i polær koordinater.................................................................................................6 
Rumfang af kurveafgrænset område i polær koordinater ...........................................................................................6 

CYLINDERKOORDINATER.................................................................................................................................................6 
Omregning fra cylindriske til rektangulære koordinater ............................................................................................6 
Omregning fra rektangulære til cylindriske koordinater ............................................................................................6 
Rumintegrale af et område T i cylindriske koordinater ..............................................................................................7 

SFÆRISKE KOORDINATER.................................................................................................................................................7 
Sammenhæng mellem rektangulære- og sfæriske koordinater....................................................................................7 
Integration i sfæriske koordinater...............................................................................................................................7 

TRIGONOMETRI ...................................................................................................................................8 
VILKÅRLIG TREKANT.......................................................................................................................................................8 

Cosinusrelation ...........................................................................................................................................................8 
Sinusrelation ...............................................................................................................................................................8 

TRIGONOMETRISKE SAMMENHÆNGE ...............................................................................................................................8 
Additionsformlerne......................................................................................................................................................8 
Trigonometriske funktioner.........................................................................................................................................8 

SPECIELLE FUNKTIONSVÆRDIER ......................................................................................................................................9 
DIFFERENTIALREGNING ....................................................................................................................10 

REGNEREGLER ...............................................................................................................................................................10 
Differentiering af funktioner med en variabel...........................................................................................................10 
Differentiering af sammensatte funktioner med flere variable (Kædereglen)...........................................................10 
Afledte funktioner......................................................................................................................................................10 

KRITISKE PUNKTER OG SADDELPUNKT...........................................................................................................................10 
GRADIENT......................................................................................................................................................................11 

Anvendelse af gradient..............................................................................................................................................11 
Den retningsafledede ................................................................................................................................................11 

LINEÆR APPROKSIMATION.............................................................................................................................................11 
Approksimation for tilvækst af funktion f med en variabel x.....................................................................................11 
Approksimation for tilvækst af funktion f med to variable x og y..............................................................................11 

TANGENTPLAN...............................................................................................................................................................11 
Tangentplan ved brug af kædereglen ........................................................................................................................11 
Tangentplan ved brug af gradient.............................................................................................................................12 

INTEGRALREGNING............................................................................................................................13 
REGNEREGLER ...............................................................................................................................................................13 

Integreringsformler ...................................................................................................................................................13 
Trigonometrisk integration .......................................................................................................................................13 
Stamfunktioner ..........................................................................................................................................................13 

MASSEMIDTPUNKT ........................................................................................................................................................13 



 2

Masse af plade R og legeme T...................................................................................................................................13 
Massemidtpunkt ........................................................................................................................................................14 

LINEÆR ALGEBRA..............................................................................................................................15 
VEKTORER.....................................................................................................................................................................15 

Vektorprodukt............................................................................................................................................................15 
MATRICER .....................................................................................................................................................................15 

Den transponerede matrix.........................................................................................................................................15 
Identitetsmatricen......................................................................................................................................................15 
Matrixaddition ..........................................................................................................................................................15 
Matrix scalar multiplikation .....................................................................................................................................15 
Matrixprodukt ...........................................................................................................................................................15 
Inversmatrix ..............................................................................................................................................................16 

DETERMINANT...............................................................................................................................................................16 
Udregning af determinanter......................................................................................................................................16 
Regneregler for determinanter..................................................................................................................................17 
Række- og søjleoperationer på determinanter ..........................................................................................................17 

LIGNINGSSYSTEMER ......................................................................................................................................................17 
Fuldstændig løsning til et inhomogent ligningssystem..............................................................................................17 
Løsning af ligningssystemer med Gauss-Jordan metoden ........................................................................................18 
Løsning af ligningssystemer med determinantmetoden.............................................................................................18 
Matrixligning ............................................................................................................................................................18 

RUM...............................................................................................................................................................................18 
Søjlerum ....................................................................................................................................................................18 
Rækkerum..................................................................................................................................................................18 
Nulrummet.................................................................................................................................................................18 
Underrum..................................................................................................................................................................18 
Dimension af et underrum.........................................................................................................................................19 
Rang ..........................................................................................................................................................................19 
Basis for et rum.........................................................................................................................................................19 
Baser for rum tilknyttet en matrix .............................................................................................................................19 
Udvidelse af en basis for et rum................................................................................................................................19 

LINEÆR TRANSFORMATION............................................................................................................................................20 
Standard matrix repræsentation for lineær transformation ......................................................................................20 
Sammensat funktion ..................................................................................................................................................20 
Invers funktion...........................................................................................................................................................20 
Standard matrix repræsentation ud fra kendte funktionsværdier af basisvektorer ...................................................20 

VEKTORRUM..................................................................................................................................................................21 
Definition ..................................................................................................................................................................21 
Lineær uafhængighed................................................................................................................................................21 
Span...........................................................................................................................................................................21 
Underrum..................................................................................................................................................................22 
Basis for et vektorrum ...............................................................................................................................................22 
Ordnet basis ..............................................................................................................................................................22 
Koordinatvektor ........................................................................................................................................................22 
Basisskift ...................................................................................................................................................................22 
Lineære transformationer .........................................................................................................................................23 

KOMPLEKSE TAL................................................................................................................................24 
ELEMENTÆRE REGNEREGLER ........................................................................................................................................24 

Skrivemåde................................................................................................................................................................24 
Regneregler...............................................................................................................................................................24 
Addition og subtraktion.............................................................................................................................................24 
Multiplikation og division .........................................................................................................................................25 
Konjugering ..............................................................................................................................................................25 

POLYNOMIER .................................................................................................................................................................25 
Andengradsligninger.................................................................................................................................................25 
Binome ligninger.......................................................................................................................................................25 
Polynomier af højere grad ........................................................................................................................................25 

EKSPONENTIALFUNKTIONER..........................................................................................................................................26 
DIFFERENTIALLIGNINGER.................................................................................................................27 

TYPER AF DIFFERENTIALLIGNINGER...............................................................................................................................27 
Homogene differentialligninger ................................................................................................................................27 



 3

Inhomogene differentialligninger..............................................................................................................................27 
Lineære differentialligninger ....................................................................................................................................27 
Lineære differentialligninger af n’te orden med konstante koefficienter ..................................................................27 

LØSNINGER TIL DIFFERENTIALLIGNINGER GENERELT.....................................................................................................27 
Eksistens og entydighed ............................................................................................................................................27 
Fuldstændig løsning til en differentialligning ...........................................................................................................27 
Fuldstændig løsning til en inhomogen differentialligning ........................................................................................28 
Superpositionsprincippet...........................................................................................................................................28 
Retningslinier til gæt af partikulær løsning til en inhomogen ligning.......................................................................28 

LØSNINGER TIL 1. ORDENS DIFFERENTIALLIGNINGER ....................................................................................................28 
Homogen 1. ordens differentialligning .....................................................................................................................28 
Inhomogen 1. ordens differentialligning ...................................................................................................................28 

LØSNINGER TIL HOMOGENE 2. ORDENS DIFFERENTIALLIGNINGER..................................................................................29 
Karakterligning.........................................................................................................................................................29 
Løsning til ligning med 2 reelle rødder i karakterligningen .....................................................................................29 
Løsning til ligning med 2 komplekse rødder i karakterligningen..............................................................................29 
Løsning til ligning med reel dobbeltrod i karakterligningen ....................................................................................29 

LØSNINGER TIL HOMOGENE N’TE ORDENS DIFFERENTIALLIGNINGER .............................................................................29 
Karakterligning.........................................................................................................................................................29 
Løsning til ligning hvis r ∈R er rod m gange i karakterligningen ............................................................................30 
Løsning til homogen ligning hvis α±βi ∈C er rod m gange i karakterligningen......................................................30 

 



 4

Potens- og eksponentialregning 

Potensregler 
 srsr aaa +=⋅  

 sr
s

r

a
a
a −=  

 ( ) srsr aa ⋅=  
 ( ) rrr baba ⋅=⋅  

 r

rr

b
a

b
a

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 10 =a  

 r
r

a
a 1

=−  

 raar
1

=  

 s
r

aas r =  
 

Eksponential- og logaritmefunktioner 

Skrivemåde 
Eksponentielt voksende eller aftagende funktioner f med fremskrivningsfaktor a eller vækstrate 
r, skrives på formen: 
( )
( ) ( )x

x

rbxf

abxf

+⋅=

⋅=

1
 

Fremskrivningsfaktor a 
Haves der to punkter (x1, y1) og (x2, y2) på en ret linie i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem, så 
er funktionen eksponentiel, og fremskrivningsfaktoren er: 

 12

1

2xx
y
ya −=  

Naturlig logaritmefunktion ln 
yxey x ln=⇔=  

1ln =e  
( ) baba lnlnln +=⋅   

ba
b
a lnlnln −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

( ) arar lnln ⋅=  

Titalslogaritmefunktion log 
yxy x log10 =⇔=  

110log =  
( ) baba logloglog +=⋅   
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ba
b
a logloglog −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

( ) arar loglog ⋅=  
 

Potensfunktioner 

Skrivemåde 
Potensfunktioner med eksponent a skrives på formen: 
( ) axbxf ⋅=  

 
Der gælder at: 

aa yxxy =⇔=  
 

Eksponenten a 
Haves der to punkter (x1, y1) og (x2, y2) på en en ret linie i et dobbeltlogaritmisk 
koordinatsystem, så er funktionen en potensfunktion, og eksponenten er: 

12

12

loglog
loglog

xx
yya

−
−

=  
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Koordinatsystemer 

Polærkoordinater 
 Polær koordinater skrives på formen ( )θ,r , hvor r er modulus og θ er argumentet. 
 

Omregning fra polære til rektangulære koordinater 
 θ= cosrx  
 θ= sinry  
 

Omregning fra rektangulære til polære koordinater 
 222 yxr +=  
 

Areal af kurveafgrænset område i polær koordinater 
 ( )θ= fr  
 Arealet fra α=θ  til β=θ  er: 

( )( )∫
β

α

θθ= dfA 2
2
1  

 

Rumfang af kurveafgrænset område i polær koordinater 
( ) ( )θ≤≤θβ≤θ≤α ydreindre rrr  og   

( )θθ= sin,cos rrfz  

( ) ( )
( )

( )

∫ ∫ ∫∫
β

α

θ

θ

=θ⋅=
ydre

indre

r

r R

dAyxfdrdrzV ,  

Hvis ( ) 1sin,cos =θθ rrf  så giver dobbeltintegralet arealet af R: 

( )
( )

( )

∫∫∫ ∫
β

α

θ

θ

=θ=
R

r

r

dAdrdrA
ydre

indre

1  

 

Cylinderkoordinater 
Cylinderkoordinater skrives på formen ( )zr ,,θ  

 

Omregning fra cylindriske til rektangulære koordinater 
θ= cosrx  
θ= sinry  

zz =  
 

Omregning fra rektangulære til cylindriske koordinater 
222 yxr +=  
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x
y

=θtan  

 

Rumintegrale af et område T i cylindriske koordinater 
Hvis T  kan skrives i cylinderkoordinater  som: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }θ≤≤θθ≤≤θβ≤θ≤αθ= ,, ,  , ,, 2121 rzzrzrrrzrT  
så er: 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
β

α

θ

θ

θ

θ

θ⋅θθ=
T

r

r

rz

rz

d dr dz rzrrfzyxf
2

1

2

1

,

,

,sin,cos,,  

 

Sfæriske koordinater 
Sfæriske koordinater skrives på formen ( )θφρ ,,  

 

Sammenhæng mellem rektangulære- og sfæriske koordinater 
222 zyx ++=ρ  

θφρ= cossinx  
θφρ= sinsiny  

φρ= cosz  
 

Integration i sfæriske koordinater 
( )∫∫∫ =

T

zyxf ,, ( )∫∫∫ θφρφ⋅ρ⋅φρθφρθφρ
U

dddf    sincos,sinsin,cossin 2  

( )
( )

( )

∫ ∫ ∫
θ

θ

φ

φ

θφρ

θφρ

θφρφ⋅ρ⋅φρθφρθφρ
2

1

2

1

2

1

,

,

cos,sinsin,cossin d d d sinf 2  
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Trigonometri 

Vilkårlig trekant 

Cosinusrelation 
Gælder for vilkårlig trekant med siderne a, b og c og tilhørende vinkler A, B og C. 

Cabbac cos2222 −+=  
 

Sinusrelation 
 Gælder for vilkårlig trekant med siderne a, b og c og tilhørende vinkler A, B og C. 

C
c

B
b

A
a

sinsinsin
==  

 

Trigonometriske sammenhænge 

Additionsformlerne 
( ) )sin()sin()cos()cos(cos tststs +=−  
( ) )sin()sin()cos()cos(cos tststs −=+  
( ) )sin()cos()cos()sin(sin tststs +=+  
( ) )sin()cos()cos()sin(sin tststs −=−  

 

Trigonometriske funktioner 
( ) xx cos2cos =π+  
( ) xx sin2sin =π+  
( ) xx coscos =−  
( ) xx sinsin −=−  
( ) xx coscos −=−π  
( ) xx sinsin =−π  

xx sin
2

cos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π  

xx cos
2

sin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π  

 
1cossin 22 =+ xx  

( )xx 2cos1sin 2
12 −=  
( )xx 2cos1cos 2

12 +=  
xxx 22 sincos2cos −=  

xxx cossin22sin =  
xxx cos3cos43cos 3 −=  

xxx 3sin4sin33sin −=  
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Specielle funktionsværdier 
 

grader 0º 30º 45º 60º 90º 

radiantal 0 
6
π  

4
π  

3
π  

2
π  

sin 0 
2
1  

2
2  

2
3  1 

cos 1 
2
3  

2
2  

2
1  0 

tan 0 
3
3  1 3  - 

 

gradtal
180

radiantal ⋅
π

=  

radiantal180gradtal ⋅
π

=  
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Differentialregning 

Regneregler 

Differentiering af funktioner med en variabel 
( ) ( ) )()('' xgxfxgf ′±=±  
( ) ( ) )()(')()('' xfxgxgxfxgf ⋅+⋅=⋅  
( ) ( ) )('' xfkxfk ⋅=⋅  

( )2)(
)()(')()(')('

xg
xfxgxgxfx

g
f ⋅−⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

( ) ( ) )(')(')(' xgxgfxgf ⋅=o  
 

Differentiering af sammensatte funktioner med flere variable (Kædereglen) 
( )nxxxf ,...,, 21  er en funktion af n variable. 

)(),...,(),( 21 tgtgtg n  er n funktioner af 1 variabel. 
( ))(),...,(),( 21 tgtgtgf n  differentieres på følgende måde: 

( ) ( ) )(')(),...,(),( ... )(')(),...,(),( 211211 tgtgtgtgftgtgtgtgf
dt
df

nnxnnx ⋅++⋅=  

 

Afledte funktioner 
Funktion f(x) 

Afledt funktion ( )xf
dx
d Funktion f(x)

Afledt funktion ( )xf
dx
d  

xln  
x
1  

xcos  xsin−  

xe  xe  xsin  xcos  
kxe  kxke  xtan  

x
x

2
2 tan1

cos
1

+=  

xa  aa x ln⋅  x1sin −  
21

1

x−
 

ax  1−⋅ axa  x1cos−  
21

1

x−
−  

x
1  2

1
x

−  x1tan −  
21

1
x+

 

x  
x2

1  
  

 

Kritiske punkter og saddelpunkt 

Der er kritisk punkt i ( )yx,  når enten 0=
∂
∂

=
∂
∂

y
f

x
f eller når ikke begge 

x
f
∂
∂  og 

y
f
∂
∂  eksisterer. 

( )bafA xx ,=  
( ) ( )bafbafB yxxy ,, ==  
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( )bafC yy ,=  
2BAC −=Δ  

 
Hvis 0 og 0 >>Δ A  så har f lokalt min i ( )ba,  
Hvis 0 og 0 <>Δ A  så har f lokalt max i ( )ba,  
Hvis 0<Δ  så har f saddelpunkt i ( )ba,  

 

Gradient 
Gradient ( )cbaf ,,∇  af ( )zyxf ,,  i ( )cbaP ,, : 
Gradienten peger i den retning, hvor funktionen vokser hurtigst. 

( ) ( ) ( ) ( )( )cbafcbafcbafcbaf zyx ,,,,,,,,,, =∇  

 

Anvendelse af gradient 
Lineær approksimation 
Retningsafledede 
Tangentplan til flade, og tangent til kurve 

 

Den retningsafledede 
Den retningsafledede )(PfDur  af f i P angiver med hvilken rate f ændres i retningen ur , hvor 
vektoren ur  har længden 1. 

uPfPfDu
r

r ⋅∇= )()(  
 

Lineær approksimation 

Approksimation for tilvækst af funktion f med en variabel x 
Tilvækst i f  kaldes ( ) ( )xfxxff −Δ+=Δ  
( ) ( ) ( ) xxfdfxfxxf x Δ=≈−Δ+  

 

Approksimation for tilvækst af funktion f med to variable x og y 
Tilvækst i f  kaldes ( ) ( )yxfyyxxff ,, −Δ+Δ+=Δ  
( ) ( ) ( ) ( ) yyxfxyxfdfyxfyyxxf yx Δ+Δ=≈−Δ+Δ+ ,,,,  

eller 
( ) ( ) ( ) ( )yxyxfdfyxfyyxxf ΔΔ⋅∇=≈−Δ+Δ+ ,,,,  

 

Tangentplan 

Tangentplan ved brug af kædereglen 
 En flade i rummet er givet ved ( ) zyxf =,  

Tangentplanen α  til fladen i punktet ( )),(,, bafba  er givet ved: 
( ) ( ) 0),())(,(),(  : =−−−+−α bafzbybafaxbaf yx  

Normalvektoren nr  til fladen i punktet ( )),(,, bafba  er givet ved: 
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( ) ( )( )1,,,, −= bafbafn yx
r  

 

Tangentplan ved brug af gradient 
 En flade i rummet er givet ved ( ) 0,, =zyxf  
 Tangentplanen α  til fladen i punktet ( )cba ,,  er givet ved: 

( ) ( ) ( )( ) 0,,),,(  : =−−−⋅∇α czbyaxcbaf  
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Integralregning 

Regneregler 

Integreringsformler 

∫ += kxFdxxf )()(  

∫ ∫−= dxxgxFxgxFdxxgxf )(')()()()()(  

( )∫ ∫ ==⋅ )(hvor  , )()(')( xgtdttfdxxgxgf  
 

Trigonometrisk integration 
 u er en variabel og a er en konstant. 

 Hvis integralet 
indeholder 

Så substituer 
med 

Og brug at 

22 ua −  θ= sinau  θ=θ− 22 cossin1

22 ua +  θ= tanau  θ=θ+ 22 sectan1

22 au −  θ= secau  θ=−θ 22 tan1sec
 

Stamfunktioner 
Funktion f(x) Stamfunktion ( )∫ dxxf Funktion f(x) Stamfunktion ( )∫ dxxf

xln  xxx −ln  xcos  xsin  
xe  xe  xsin  xcos−  
kxe  kxe

k
1  

xtan  xcosln−  

xa  
a

a x

ln
 x

x
2

2 tan1
cos

1
+=  

xtan  

ax  1

1
1 +⋅
+

ax
a

 x2cos  ( )xxx cossin2
1 ⋅+  

xx 2sin4
1

2
1 +=  

x
1  xln  x2sin  ( )xxx cossin2

1 ⋅−  
xx 2sin4

1
2
1 −=  

x  2
3

3
2 x  

  

 

Massemidtpunkt 

Masse af plade R og legeme T 
Massen af  et planområde R med tykkelse 1 og densitet ( )yx,ρ  i et givet punkt ( )yx,  er: 

( )∫∫ρ=
R

dAyxm ,  
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Massen af et legeme T med densitet ( )zyx ,,ρ  i et givet punkt ( )zyx ,,  er: 

( )∫∫∫ρ=
T

dVzyxm ,,  

 

Massemidtpunkt 
 

Massemidtpunktet i et planområde R med massen m og densitet ( )yx,ρ  i et givet punkt  ( )yx,  
er: 

( )∫∫ ρ⋅=
R

dAyxx
m

x ,1  

( )∫∫ ρ⋅=
R

dAyxy
m

y ,1  

 
Massemidtpunktet i et legeme T med massen m og densitet ( )zyx ,,ρ  i et givet punkt ( )zyx ,,  er: 

( )∫∫∫ ρ⋅=
T

dVzyxx
m

x ,,1  

( )∫∫∫ ρ⋅=
T

dVzyxy
m

y ,,1  

( )∫∫∫ ρ⋅=
T

dVzyxz
m

z ,,1  
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Lineær algebra 

Vektorer 

Vektorprodukt 
( ) ( )321321 ,, og ,, bbbbaaaa ==

rr  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=×

22

11

11

33

33

22  ,  , 
ba
ba

ba
ba

ba
ba

ba
rr  

abba rrrr
×−=×  

( ) ( ) ( )bkabakbak
rrrrrr

×=×=×  
( ) cabacba rrrrrrr

×+×=××  

vbaba sin
rrrr

=×  

 

Matricer 

En matrix skrives på formen 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

mnm

n

aa

aa
A

L

MOM

L

1

111

 

 

Den transponerede matrix 
TA  er den transponerede matrix af A. 
TA  fremkommer ved at spejle matricen A i diagonalen mellem 11a  og mna  

 

Identitetsmatricen 
Identitetsmatricen I er matricen med 1-taller på alle iia  og nuller på resten af ija  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=×

100
010
001

matrix  identitets 33 I  

Identitetsmatricen er altid en nn×  matrix. 
 

Matrixaddition 
 A og B er nm×  matricer 
 [ ]ijij baBA +=+  
 

Matrix scalar multiplikation 
 [ ]ijarAr ⋅=⋅  
 

Matrixprodukt 
A er en nm×  matrix 
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B er en sn×  matrix 
AB er en sm ×  matrix 
Matrixproduktet fås ved at tage skalarproduktet af række i i A og søjle j i B, og placere dette på 
plads ij i AB. 

 
Regneregler for matrixprodukt 

BAAB ≠  (Dette gælder generelt, men ikke i alle tilfælde) 
( ) ( )BCACAB =  
( ) ( ) ( )ABrrBABrA ==  

AIA =  
( ) ACABCBA +=+  

( ) BCACCBA +=+  

( ) AA TT =  
( ) TTT BABA +=+  
( ) TTT ABAB =  

 

Inversmatrix 
A er en nn×  matrix 
Hvis følgende udtryk er gældende så er A invertibel:  

ICAAC ==  C  er A ’s inverse 1−A  
( ) 0det ≠A  
( ) nA =rang  

 
1−A  findes ved elementære rækkeoperationer så [ ] [ ]1~ −AIIA  

IAAAA == −− 11  
( ) 111 −−− = ABAB  

 
 

Determinant 

Determinanter skrives på formen ( )
nnn

n

aa

aa
A

L

MOM

L

1

111

det =  

A er en nn×  matrix 
Hvis ( ) 0det ≠A  så er A  invertibel 
Hvis to rækker i en matrix A er ens, så er det(A)=0 

 

Udregning af determinanter 

21122211
2221

1211det aaaa
aa
aa

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
 

 
( ) rnrnrrrr aaaaaaA '...''det 2211 +++=   { }nr ,...,2,1∈  udvikling efter række r 
( ) nsnsssss aaaaaaA '...''det 2211 +++=   { }ns ,...,2,1∈ udvikling efter søjle s 

hvor cofaktoren ( ) ( )ij
ji

ij Aa det1' +−=  
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ijA  er matricen, der er fremkommet ved at fjerne række i og søjle j i A. 
 

Hvis der over eller under diagonalen mellem 11a  og nna  kun står nuller er: 
( ) nnaaaA L2211det ⋅=  

 

Regneregler for determinanter 
( ) ( ) ( )BAAB detdetdet ⋅=  
( ) ( )AAT detdet =  
( )Ac det⋅  svarer til at gange alle led i én række eller søjle med c  

 

Række- og søjleoperationer på determinanter 
Rækkeoperationer R på række i og j har følgende konsekvenser: 

Rækkeoperation Konsekvens 

ji RR ↔  ( )Adet−  

ii RcR ⋅→  ( )Ac det⋅  

jii RcRR ⋅+→  ( )Adet  

Tilsvarende gælder det samme for søjleoperationer S på søjle i og j. 
 

Ligningssystemer 
bxA
rr

=  er et inhomogent ligningssystem 
0=xAr  er et homogent ligningssystem 

Et ligningssystem bxA
rr

=  er: 
- Konsistent, hvis det har en eller flere løsninger. 

 - Inkonsistent, hvis det ingen løsninger har, dvs. det indeholder en række som nedenfor: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
≠ 0000 c  

Et ligningssystem bxA
rr

=  skrives på formen: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
bA
r

 

 

Fuldstændig løsning til et inhomogent ligningssystem 

Alle løsninger til bxA
rr

=  er givet ved hpx
rrr

+= , hvor pr  er en partikulær løsning og h
r

 er en 
løsning til det homogene ligningssystem 0=xAr  
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Løsning af ligningssystemer med Gauss-Jordan metoden 
bxA
rr

=  
Ligningssystemet reduceres med rækkeoperationer, indtil der er pivot eller nul-række i alle 
matricens rækker. Hernæst findes ix  med baglæns substitution. 

 
Rækkeoperationer: 

ji RR ↔  

ii RcR ⋅→  

jii RcRR ⋅+→  
 

Løsning af ligningssystemer med determinantmetoden 
 bxA

rr
=  

A er en nn×  matrix og [ ]nxxxx ,...,, 21=
r  

( )
( )A
B

x i
i det

det
=  

hvor iB  er den matrix der fås ved at erstatte søjle i i A med b
r

 
 

Matrixligning 
Matrixligningen BAX = , hvor X er den ukendte matrix, løses ved: 

BAX 1−=  
Matrixligningen BXA = , hvor X er den ukendte matrix, løses ved: 

1−= BAX  
 

Rum 

Søjlerum 
 Søjlerummet til en nm×  matrix A er: 
 ( )nssssp ,...,, 21  hvor nsss ,...,, 21  er søjlerne i A 
 

Rækkerum 
 Rækkerummet til en nm×  matrix A er: 
 ( )mrrrsp ,...,, 21  hvor mrrr ,...,, 21  er rækkerne i A 
 

Nulrummet 
Nulrummet N af en matrix er defineret ved: 

{ }0== xAxN rr  
 

Underrum 
Hvis en delmængde W  af nR  er lukket under både addition og multiplikation, så er W  
et underrum af nR  
W  lukket under addition  WvuWvu ∈+⇒∈

rrrr,  
W  lukket under skalarmultiplikation  WvrRrWv ∈⇒∈∈

rr ,  
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Hvis n

k Rwww ∈
rrr ,...,, 21  så er ( )kwwwspW rrr ,...,, 21=  et underrum af nR  

 

Dimension af et underrum 
( ) WW  i vektorer uafhængige antaldim =  

 

Rang 
 trækkerumme afn Dimensione=Rækkerang  
 tsøjlerumme afn Dimensione=Søjlerang  
 Der gælder at Rækkerang=Søjlerang=Rang  
 matrix reducerededen  ier pivot' Antal = Rang  
 
 Rangligningen: 

( ) ( ) nAA =+ nullityrang  
hvor A er en nm×  matrix og ( )Anullity  er antallet af frie variable i løsningen til 0

rr
=xA  

 

Basis for et rum 
n

k Rwww ∈
rrr ,...,, 21  og W er et underrum af nR . Der gælder så at { }kwww rrr ,...,, 21  er en basis for W, 

hvis enhver vektor i W entydigt kan skrives: 
( )kwwwsp rrr ,...,, 21  dvs. kk wrwrwr rrr ,...,, 2211 , hvilket betyder at kwww rrr ,...,, 21  er lineært uafhængige. 

 
En basis for et underrum W findes ved: 
1. Opstil en matrix A af søjlevektorerne jwr  
2. A reduceres til reduceret rækkeform H 
3. Alle jwr , svarende til hvor der er pivot i søjle j i H, udgør en basis for W 
Husk det er ikke søjlevektorerne fra H men fra A 

 

Baser for rum tilknyttet en matrix 
 A er en matrix med reduceret rækkeform H 
 Basis for rækkerummet udgøres af de rækker 0≠  i H 
 Basis for søjlerummet udgøres af de søjler fra A, hvor der tilsvarende er pivot i H 
 Basis for nulrummet udgøres af vektorerne fremkommet ved løsning af 0

rr
=xA  

 

Udvidelse af en basis for et rum 
 Et rum har basisvektorerne mbbb

rrr
,..,, 21  og skal udvides til nR . Der opstilles matricen: 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nm eeebbb r
L

rrr
L

rr
2121 , hvor neee rrr ,..,, 21  er enhedsvektorerne i nR  

Matricen reduceres til reduceret rækkeform, og de tilsvarende søjler, hvori der er pivot, i den 
oprindelige matrix udgør en basis for nR . 

 



 20

Lineær transformation 
En funktion mn RRT →:  er en lineær transformation hvis: 
( ) ( ) ( )vTuTvuT rrrr

+=+   Bevaring af addition 
( ) ( )urTurT rr

=   Bevaring af skalarmultiplikation 
for alle vu rr  og  i nR  og alle Rr ∈  

 
Hvis en afbildning kan skrives på formen: 
( ) xAxT rr

=  er den lukket under addition og skalarmultiplikation og er derfor en lineær  
transformation. 

 

Standard matrix repræsentation for lineær transformation 
mn RRT →:  er en lineær transformation og A er en nm×  matrix 

 ( ) xAxT rr
= , hvor standard matrix repræsentationen A er: 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= neTeTeTA r

L
rr

21  

 

Sammensat funktion 
 nm RRT →:1 med standard matrix repræsentation A 

mn RRT →:2  med standard matrix repræsentation B 
 ( )( ) ( )( ) ( )xABxTTxTT rrr

o == 2121  
 

Invers funktion 
 T har en invers hvis og kun hvis A har en invers: 
 ( ) xAxT rr 11 −− =  
 

Standard matrix repræsentation ud fra kendte funktionsværdier af basisvektorer 
 nm RRT →:  Følgende funktionsværdier er kendte: 

 

( )
( )

( ) kk vbT

vbT

vbT

rr
M

rr

rr

=

=

=

22

11

 

 hvor kbbb
rrr

,..,, 21  er vektorer i nR  og kvvv rrr ,..,, 21  er vektorer i mR  

Enhedsvektorerne i nR  findes som linearkombination af kbbb
rrr

,..,, 21  og der benyttes at lineære 
transformationer er lukkede under skalarmultiplikation og addition. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kkkkk

kkkk

kkkk

bTtbTtbTtbtbtbtTeT

bTsbTsbTsbsbsbsTeT

bTrbTrbTrbrbrbrTeT

rrrrrrr
M

rrrrrrr

rrrrrrr

+++=+++=

+++=+++=

+++=+++=

......

......

......

22112211

221122112

221122111
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 Skalarerne tsr ,...,,  findes ved: 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

kkk

k

tsr
I

tsr
Ibbb MLMM

r
L

rr 111

21 ~  

 

Vektorrum 

Definition 
 Et vektorrum er en mængde V med: 
 Addition:  For Vvu ∈

rr,  findes Vvu ∈+
rr  

 Skalarmultiplikation: For VvRr ∈∈
r og  findes Vvr ∈

r  
 som opfylder: 
 A1 ( ) ( )wvuwvu rrrrrr

++=++  
A2 uvvu rrrr

+=+  
A3 Der findes en vektor V∈0

r
 som opfylder vv rrr

=+0  
A4 For hver Vv ∈r  findes Vv ∈−

r  som opfylder ( ) 0
rrr

=−+ vv  
S1 ( ) wrvrwvr rrrr

+=+  
S2 ( ) wsvrvsr rrr

+=+  
S3 ( ) ( )vrsvsr rr

=  
S4 vv rr

=⋅1  
For alle RsrVwvu ∈∈ , og ,, rrr  
Desuden skal der gælde: 

00
rr

=⋅v  
00
rr

=⋅r  
( ) vv rr

−=⋅−1  
 

Lineær uafhængighed 
 X er en mængde af vektorer i V. 
 X er lineært uafhængig hvis 
 0...0,..., 212211 ====⇒=+ nnn rrrxrxrxr

rrrr  
for Xxxx n ∈

rrr ,...,, 21  og Rrrr n ∈,...,, 21  
 

Span 
 X er en mængde af vektorer i V 
 ( )Xsp = mængden af vektorer i V der kan skrives som nn xrxrxr rrr ,...,2211 + , hvor 
 { }nxxx rrr ,...,, 21  er en endelig delmængde af X og Rrrr n ∈,...,, 21  
 
 Hvis X er endelig: { }mxxxX rrr ,...,, 21=  så er: 
 ( ) { }Rrrxrxrxrxsp mmm ∈+= ,...,,..., 12211

rrr  
 
 sp(X) er et underrum af V, der kaldes underrummet udspændt af X. 
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Underrum 
 Et underrum W af V er en delmængde VW ≤ der opfylder: 
 ØW ≠  
 WwvWwv ∈+⇒∈

rrrr,    lukket under addition 
 WvrWv ∈⇒∈

rr  for Rr∈   lukket under skalarmultiplikation 
 
 Et underrum af et vektorrum er selv et vektorrum. 
 

Basis for et vektorrum 
 En mængde B kaldes basis for V hvis 
 ( ) VBsp =  og B er lineært uafhængig 
 
 Antal vektorer er det samme for alle baser for V, og dette antal kaldes dimensionen. 
 Hvis { }0

r
=V  er den tomme mængde basis for V og V har dimension 0. 

 

Ordnet basis 
En ordnet basis ( )nbbbB

rrr
,...,, 21=  for et vektorrum V består af dim(V) uafhængige vektorer i en 

bestemt rækkefølge. 

Matricen 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= nB bbM

r
L

r
1  kaldes basismatricen. 

 

Koordinatvektor 
Til enhver vektor vr  i vektorrummet V med basismatrix BM  er der knyttet en entydig 

koordinatvektor 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

n

B

r

r
v M
r

1

 således at 

nnBB brbrbrvMv
rrrrr

+++== ...2211  
 

Koordinatvektoren Bvr  til en vektor vr  i vektorrummet V med ordnet basis B findes ved: 
[ ] [ ]BB vIvM rr ~ , hvor I er identitetsmatricen. 

 

Basisskift 
Der haves et vektorrum med to ordnede baser B og B’ og tilhørende basismatricer BM  og 'BM . 
Hvis Bvr  er koordinatvektoren til en vektor vr  mht. BM  findes koordinatvektoren 'Bvr  for vr  mht. 

'BM  ved 

BBBB vCv rr
',' =  hvor ',BBC  kaldes koordinatskiftematricen fra B til B’. 

 
',BBC  findes ved: 

BBBB MMC 1
'',
−=  eller 

[ ] [ ]',' ~ BBBB CIMM  
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Lineære transformationer 
 V og W er vektorrum. 
 En funktion WVT →:  kaldes en lineær transformation hvis: 
 ( ) ( ) ( )vTuTvuT rrrr

+=+  
 ( ) ( )urTurT rr

=  
 For alle RrVvu ∈∈  og , rr  
 Alle lineære transformationer kan skrives på formen ( ) xAxT rr

=  
 
 Billedmængden/Billedrummet (range) af T er: 
 ( ) ( ){ }VvvTVT ∈=

rr  som er et underrum af W. 

 ( ) ( ){ }VvvTVT ∈=
rr  = Søjlerummet af A 

 
Kernen af T er: 

( ) [ ] ( ){ }00ker 1
rrrr

=∈== − vTVvTT  som er et underrum af V. 

( ) [ ] ( ){ }00ker 1
rrrr

=∈== − vTVvTT  = Nulrummet af A 

ker(T) er løsningsmængden til den homogene lineære ligning ( ) 0
rr

=xT  
 

Hvis den inhomogene ligning ( ) bxT
rr

=  har en partikulær løsning pr , så er den fuldstændige 
løsning 

( ) pT r
+ker  
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Komplekse tal 
 
 Mængden af komplekse tal skrives C 

Cbia ∈+  hvor Rba ∈,  og 12 −=i  

 

Elementære regneregler 

Skrivemåde 
 a er et komplekst tal Ca∈  og skrives: 

( )ia β+α=  
12 −=i  

α  er realdelen af a ( ) α=aRe  
β  er imaginærdelen af a ( ) β=aIm  

 
a kan skrives på polær form: 

θ= ra  
r: Numerisk værdi eller Modulus 
θ : Argument/hovedargument 

 
Sammenhæng mellem polær og rektangulær form er: 

22 β+α== ar  

 
α
β

=θtan  

θ=α cosr  
 θ=β sinr  
 

Regneregler 
 Ccba ∈,,  

abba +=+  
 ( ) ( ) cbacba ++=++  
 ( ) cabacba ⋅+⋅=+⋅  
 acbcba −=⇔=+  

 
a
cbcba =⇔=⋅  for 0≠a  

 baab ⋅=  

 
b
a

b
a
=  

 

Addition og subtraktion 
ia aa β+α=  og ib bb β+α=  

( ) ( )iba baba β+β+α+α=+  
( ) ( )iba baba β−β+α−α=−  
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Multiplikation og division 
 ( ) ( )iba abbababa αβ+βα+ββ−αα=⋅  
 φ+θφθ =⋅ rssr  

 
φ−θφ

θ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

s
r

s
r

 

  

Konjugering 
β+α= ia  er et kompleks tal 

 21 iaaa −=  er det konjugerede komplekse tal 

 aaa =2  

 baab =  
 baba +=+  
 

Polynomier 

Andengradsligninger 
 Løsningerne til az =2  er givet ved: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ α−
β⋅+

α+
±=

22
rsignirz  

hvor ( )
⎩
⎨
⎧

<β−
≥β

=β
0 hvis 1

0 hvis 1
sign  

 
 Tilsvarende er løsningen på polær form, hvor θ== raz 2  

2
θ= rz  , 

2
2π+θ= rz  

 
 Løsningerne til 02 =++ cbzaz  er givet ved: 

 
a

wbz
2
±−

=  

 hvor acbDw 422 −==  
 

Binome ligninger 
 Binome ligninger er ligninger på formen θ== raz n  

 [ ]
n

p
n

n rz π
⋅+

θ= 2  

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+
θ

⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+
θ

=
n

p
n

i
n

p
n

rz n 2sin2cos  

 hvor 1,...,2,1,0 −= np  
 

Polynomier af højere grad 
 Cai ∈  og Rrn i ∈,  

( ) 0... 01
1

1 =++++= −
− azazazazP n

n
n

n  
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 ( ) ( )( ) ( )nn rzrzrzazP −⋅⋅−−= ...21  hvor { }nrrr ,...,, 21  er rødder. 
 Hvis z er rod i polynomiet, så er z  også rod 
 

Eksponentialfunktioner 
 Ryx ∈,  og Cwz ∈,  
 ( )yiyee xiyx sincos +=+  
 wzwz eee =+  
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Differentialligninger 

Typer af differentialligninger 

Homogene differentialligninger 
Differentialligninger siges at være homogene, når funktionen af x og dens afledede ( )xL er 0, 
dvs. ( ) 0=xL  

 

Inhomogene differentialligninger 
Differentialligninger siges at være inhomogene, når funktionen af x og dens afledede ( )xL  er en 
funktion ( )tq , dvs. 
( ) )(tqxL =  

 

Lineære differentialligninger 

 L V W:  →  betegner afbildningen ( ) xa
dt
dxa

dt
xda

dt
xdfL n

n

nn

n

011

1

1 ... ++++=
−

−

−  

 En afbildning siges så at være lineær hvis 
 ( ) )()( 22112211 xLcxLcxcxcL +=+  
 for alle VxVx ∈∈ 21  ,  og alle konstanter 
 

Lineære differentialligninger af n’te orden med konstante koefficienter 
En differentiallignings orden n er afgjort af højest afledede af x. At koefficienterne er konstante 
betyder at 021 ,...,, aaa nn −−  er konstanter. 

 )(... 011

1

1 tqxa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

=++++
−

−

−  

 

Løsninger til differentialligninger generelt 

Eksistens og entydighed 
For ethvert talsæt ( )12100 ,...,,,, −nvvvxt  findes der netop een løsning ( )tx ϕ=  til 

differentialligningen )(... 011

1

1 tqxa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

=++++
−

−

−  for hvilken 

 ( ) 00 xt =ϕ  og ( ) ( ) k
k vt =ϕ 0  hvor 1,...,2,1 −= nk  

 

Fuldstændig løsning til en differentialligning 
 For enhver lineær differentialligning ( ) qxL =  gælder, at hvis 
 kxxx ,...,, 21  er løsninger til den homogene ligning, så er 
 kk xcxcxcx +++= ...2211  også løsning til ( ) 0=xL  
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Fuldstændig løsning til en inhomogen differentialligning 
Samtlige løsninger til den inhomogene ligning ( ) qxL =  fås ved at addere samtlige løsninger til 
den homogene ligning med en partikulær løsning til den inhomogene ligning. 

 

Superpositionsprincippet 
Hvis ixx =  er løsninger til ( ) iqxL =  for ki ,...,1= , da er kk xrxrxrx +++= ...2211  løsning til 
ligningen: 

 ( ) kk qrqrqrxL +++= ...2211  
 hvor ir  er en konstant. 
 

Retningslinier til gæt af partikulær løsning til en inhomogen ligning 

 )(... 011

1

1 tqxa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

=++++
−

−

−  

 
• Hvis ( ) btaetq =  så gæt på den partikulære løsning 

( ) btAetx = , hvor A er en ukendt konstant som findes ved indsættelse i differentialligningen. 
 
• Hvis ( ) ( )btatq cos=  eller ( ) ( )btatq sin=  så gæt på den partikulære løsning 

( ) ( ) ( )btBbtAtx sincos += , hvor A og B er ukendte konstanter som findes ved indsættelse i 
differentialligningen. 

• Hvis ( ) ( )btaetq ct cos=  eller ( ) ( )btaetq ct sin=  så gæt på den partikulære løsning 
( ) ( ) ( )btBebtAetx ctct sincos += , hvor A og B er ukendte konstanter som findes ved indsættelse i 

differentialligningen. 
 
• Hvis ( ) =tq et polynomium af n’te grad så gæt på den partikulære løsning 

( ) 01
1

1 ... atatatatx n
n

n
n ++++= −

− , hvor 011 ,,...,, aaaa nn −  er ukendte konstanter som findes ved 
indsættelse i differentialligningen. 

 
 

Løsninger til 1. ordens differentialligninger 

Homogen 1. ordens differentialligning 

 0)( =+ xtp
dt
dx  

 Den fuldstændige løsning er givet ved: 

 ( ) ( )∫=
− dttp

cetx  
 

Inhomogen 1. ordens differentialligning 

 )()( tqxtp
dt
dx

=+  

 Den fuldstændige løsning er givet ved: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫∫= ∫

−
cdttqeetx

dttpdttp
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Løsninger til homogene 2. ordens differentialligninger 

 0012

2

=++ xa
dt
dxa

dt
xd  

 Dette omfatter løsning af homogene 2. ordens differentialligninger med konstante koefficienter. 
 

Karakterligning 
 Karakterligningen til differentialligningen: 

 0012

2

=++ xa
dt
dxa

dt
xd  

 er givet ved: 
 001

2 =++ aRaR  
  

Løsning til ligning med 2 reelle rødder i karakterligningen 
 r r1 2 og  er de reelle rødder til karakterligningen. Den fuldstændige løsning er så: 
 ( ) trtr ecectx 21

21 +=  
 

Løsning til ligning med 2 komplekse rødder i karakterligningen 
 ia β±α=  er de reelle rødder til karakterligningen. Den fuldstændige løsning er så: 
 ( ) ( ) ( )tectectx tt β+β= αα sincos 21  
 

Løsning til ligning med reel dobbeltrod i karakterligningen 
 r er den reelle dobbeltrod til karakterligningen. Den fuldstændige løsning er så: 
 ( ) rtrt tecectx 21 +=  
 

Løsninger til homogene n’te ordens differentialligninger 

 0... 011

1

1 =++++
−

−

− xa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

 

 Den fuldstændige løsning til en homogen differentialligning af n’te orden består af n funktioner, 
dvs. 

 ( ) nn fcfcfctx +++= ...2211  
 

Karakterligning 
 Karakterligningen til differentialligningen: 

 0... 011

1

1 =++++
−

−

− xa
dt
dxa

dt
xda

dt
xd

n

n

nn

n

 

 er givet ved: 
 0... 01

1
1 =++++ −
− aRaRaR n

n
n  
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Løsning til ligning hvis r ∈R er rod m gange i karakterligningen 
 Der fås m funktioner: 
 rtm

m
rtrtrt etcetctecec 12

321 ...,,, −  
 

Løsning til homogen ligning hvis α±βi ∈C er rod m gange i karakterligningen 
 Der fås 2m funktioner: 
 ( )tec t βα cos1 , ( )tec t βα sin2 , 
 ( )ttec t βα cos3 , ( )ttec t βα cos4 , 
 M  
 ( )tetc tm

m βα−
− cos1
1 , ( )tetc tm

m βα− sin1  

 
 


